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Abstract: 

This paper deals with the static analysis of the Euler-Bernoulli nanobeam based on the Eringen’s nonlocal theory. This 
theory is used for the nanoscale structures such as nanobeams which claims that the stress tensor is associated with the 

strain tensor by a linear integral transformation. The kernel function of the transformation contains an attenuation 

function. Several candidates have been proposed for the attenuation function. In this paper, the exponential attenuation 
function is utilized and the corresponding integral equation is solved directly. To do so, two different methods of the 

Nystrom numerical method and analytical method are employed, respectively. The Nystrom numerical method is one of 

the numerical solutions that is extensively utilized to solve different integral equations. This method builds up a linear 
system of equations that is conveniently solved by the computational programs. Next, the function of the answer is 

predicted and then examined by the analytical method. In fact, the analytical method is determination of the unknown 

constants in order to justify the integral equation by inserting the mentioned probable answer in the integral equation and 

putting both side equivalent to each other. At last, the displacement and curvature function of the nanobeam is determined 
according to the answer of the integral equation so that the mentioned integral equation converts to an equivalent 

differential equation that is newly proposed. On the other hand, the resultant displacement function is a closed form 

function which contains some constants that should be found by utilizing the boundary conditions of the nanobeam. For 
the sake of verification, the offered function is employed to determine the dimensionless displacement of a specified point 

of the beam and compare it with the results given in the previously proposed papers. Additionally, the mentioned function 

is employed to analyze several nanobeams with new boundary conditions and load functions. Then, the displacement 

function is plotted. Lastly, a contradiction is also determined based on the displacement graphs in the pervious section. 
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 مقدمه   ـ1

گوناگون، مانند   صنای   درهای فراوانی  امروزه مواد در ابیاد نانو کاربرد

توان از این جمیه می  اندیافتهصنای  نظامی  وبهداشت و درمان  صنیت

های نیروی اتمی اشاره های نانو و میکروسکوپهای نانو، مولد به حسگر

 مکانیکبه موضوع  فراوانی جیب نظر پژوهشگران سبب مسألهاین کرد  

ای، روش بطور کیی، روش دینامیک شبکهشده است  های نانو سازه

باشد  این روش بسیار های نانو میاصیی برای تحیی  و طراحی سازه

دقیق است ولی به عیت حجم بالای محاسبا  و زمان زیاد تحیی ، کمتر 

های مبتنی بر مکانیک گیرد  از سوی دیگر روشمورد استفاده قرار می

  ولی دقت کمتری دارند رسندبه پاسخ میسرییتر محیط پیوسته 

های میکرو و های گوناگونی برای تفسیر رفتار سازهتاکنون نظریه

[، 1ی غیرموضیی گرادیان تنش ارینگن ]نانو پیشنهاد شده است  نظریه

ی گرادیان کرنش [، نظریه2ی گرادیان تنش رومانو و برتا ]نظریه

و [ 4ن ]ی گرادیان کرنش پاپارگیری و همکارانظریه ،[3میندلین ]

از [ 6و5شده با اثرا  انرژی سطحی ]ی کشسانی کلاسیک اصلاح نظریه

ی غیرموضیی باشند  در این پژوهش، نظریهمی هامهمترین این نظریه

ی نمایی طبییی، بکار [ با فرض تاب  هسته 1گرادیان تنش ارینگن ]

رو در آن است شود  شایان اکر است، نوآوری پژوهش پیشگرفته می 

حاکم بر تیر نانوی اوییر ع برنولی ی انتگرالی  میادله   ،ی نخستین بارکه برا

ی نمایی با فرض تاب  هستهو غیرموضیی ارینگن  ینظریه بر اساس

صور  ه تاب  پاسخ آن بسپس، شود و بطور مستییم ح  می ،طبییی

 گردد بسته ارائه می فرمِ

آزمایشا  متیدد آشکار   به کمکهای با ابیاد نانو  رفتار متفاو  سازه

با انجام آزمایش  [8و7]است  برای مثا  نییسون و همکاران شده

 میکروسکوپهای نانو از جنس کرومیم و با کمک بارگذاری روی تیر

نمودار خیز تیر مذکور را بدست آوردند و رفتار آن   (AFM)  اتمی  نیروی

 [9]های کلاسیک یافتند  همچنین، پتی و همکاران  رفتار تیر   را مغایر با

را اجرا کرده و آزمایش بارگذاری خمشی روی تیر دو سر مفص  نانو 

به دنبا  آشکار   نتایج آن را نتوانستند با میادلا  کلاسیک توجیه کنند 

کلاسیک در توجیه پدیده جدید، پژوهشگران  ینظریهشدن ناتوانی 

به عنوان  های کشسانی جدید پرداختند  ینظریه  متیددی به تیریف

[، برای مواد همگن، 3ی گرادیان کرنش میندلین ]بر اساس نظریهمثا ،  

 شدند تنش و کرنش با هجده پارامتر کشسانی به یکدیگر مرتبط می

سیی کردند   [6]و مییر و شینوی    [5]سابساترن و راجپکسی  همچنین،  

 ینظریه  مربوط به انرژی کرنشی سطحی، بههای جدید  پارامتر  افزودنبا  

تیرهای نانو را توجیه کنند  همینطور استمپین   خیز  ،کشسانی کلاسیک

 به کمکتوانستند تا حدودی رفتار تیرهای نانو را  [10]و سیمولکا 

 توجیه نمایند حساب دیفرانسی  کسری 

 ،بردبیندنیروهای  با تیریف [11]کرونر نخستین بار دیگر،  از سوی

را  غیرموضییمکانیک ی کیی رابطهتیریف کرده و را  غیرموضییرفتار 

 با اعما  فرض [13]و ارینگن و اِدلن  [12و1]ارینگن سپس   ارائه داد

حرکت و انرژی  در میادلا  تیاد  جرم، اندازه غیرموضییرفتار 

 سپس ایشان د نبیابرا  کرنشانتگرالی میان تنش و  یرابطه ندتوانست

 بر روی انتشار موج در بیور جامدا که مایشاتی زآ هایداده به کمک

مناسب برای تبدی  انتگرالی یا کرن  تاب  هسته چند  ،انجام شده بود

  [12]  دندنموها را مشخص  ترین این تاب  و مناسب  هپیشنهاد داد  مذکور

ی انتگرالی میان همچنین، ارینگن در پژوهش خود نشان داد که رابطه

ی دیفرانسییی تنش و کرنش به ازای هر تاب  هسته، میاد  با یک میادله 

ی دیفرانسی  بُید(، میادله  وی در حالت کیی )سه[12] میان آنهاست

را  شدهاصلاحی تاب  بِسِ  ی  انتگرالی با هستهمیاد ِ مربوط به تبد

ی دیفرانسی  بسیار این میادلهکاربرد، به عیت سادگی  بدست آورد 

 باشد پرطرفدار می

دیفرانسی  میاد   یمیادله ،[14]پدیسون و همکاران  ،در ادامه

بُید و در یکشده توسط ارینگن را برای تیر اوییر ع برنولی پیشنهاد

نانوی یک سر گیردار و دو   هایبرای تحیی  تیررا  و آن    ندبازنویسی کرد

پژوهشگران متیددی از این  ،های بیددر سا   بکار بردندسر مفص  

در تحیی  اولیه  یانتگرال یمیادلهجای  هبدیفرانسی  میاد   یمیادله 

 [  24ع15] بهره جستند تیموشنکوو  اوییر ع برنولی های نانو با رفتار یرت

را  این راهکار ،[16ونگ و لیو ]و  [15]به عنوان مثا  ونگ و شیندو 

همچنین،  برای تحیی  استاتیکی و کمانشی تیرهای نانو بکار بستند 

دیفرانسی  و بکارگیری روش تاب   یمیادلهکمک این  هب [17]ابوهلا  
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گرین، پاسخ دینامیکی تیرهای اوییر ع برنولی را در شرایط مرزی 

تحیی  دینامیکی تیر  [18]گوناگون بدست آورد  قنادی اص  و مفید 

را زیر اثر بار متحرک بررسی کردند و از این  تیموشنکونانو با رفتار 

سوی دیگر فرناندز و از   بهره جستندمیاد  دیفرانسی   یمیادله 

ی دیفرانسی  مذکور، میاد  با [، نشان دادند که میادله19همکاران ]

ی نمایی ی گرادیان تنش به ازای تاب  هستهی انتگرالی نظریهرابطه

[ نیز تحیی  ارتیاش آزاد 20همچنین، کوکلا و زاموسکا ]   طبییی نیست

 تیرنانو زیر بار محوری را بررسی کردند 

آمده ی دیفرانسی  بدستی میادله [ بر پایه 21کدامن ]کیانی و پا

های لایه از نانولولهیک غشاء تک طبییی[، فرکانس 14و12] مرج در 

کربنی دوجداره را که در یک محیط با گرادیان دمایی قرار گرفته است، 

ارتیاش آزاد طبییی  [ فرکانس  22تییین کردند  آنها در پژوهش بیدی ]

شده ی دیفرانسی  پیشنهادقب  را به کمک میادلهی پژوهش  همان سازه

ای بدست آوردند  شایان [ و همچنین، دینامیک شبکه14و12در مرج  ]

های مختیف بر میدار فرکانس در این دو پژوهش اثرا  پارامتر  ،اکر است

[ به کمک 23طبییی بررسی شده است  از سوی دیگر، یوآن و همکاران ]

[ به بررسی ارتیاش 14و12شده در مرج  ]ی دیفرانسی  اشارهمیادله 

آزاد پیچشی سیم نانوی ناهمگن و غیر منشوری که دارای تغییر 

، کیانی با بکارگیری اصو  مشابهباشد، پرداختند   های موضیی میمیط 

چسبیده با تغییر میط   هم ی نانو بهارتیاش آزاد دو مییه ،[24و زور ]

 را مورد مطالیه قرار دادند 

ی دیفرانسی  [ میادله12ی مرج  ]طور که گفته شد بر پایههمان

های هسته میاد ِ تبدی  انتگرالی میان تنش و کرنش، به ازای تاب 

ی مورد استفاده در میادله   از سوی دیگر،کندمتفاو ، تغییر می

ی دیفرانسی  میاد ِ تبدی  [ همان میادله24ع15های ]پژوهش

 رو،پیش  در پژوهش  شده است ی بس  اصلاح به ازای تاب  هسته  انتگرالی

ی نمایی طبییی تبدی  انتگرالی مذکور به ازای تاب  هسته  شودتلاش می

 ی دیفرانسی  میاد  آن بدست آید ح  شده و میادله

 ها تلاشنخستین در سالهای اخیر،  همانطور که پیشتر اشاره شد،

فرناندز و  از سوی ی مزبوری انتگرالی با تاب  هستهبرای ح  میادله

در پژوهش بوده است   [25]تونا و کیرکا  همچنین،[ و 19همکاران ]

ی ی انتگرالی با هسته[ سیی شده است میادله19فرناندز و همکاران ]

های نمایی طبییی به روش تحیییی، ساده شده و سپس به کمک روش

  به دلی  بکارگیری روش عددی، آنها صرفاً به نمودار عددی ح  شود

تغییرا  خیز یک نیطه از تیر به ازای تغییر پارامتر غیرموضیی دست 

را به  شدهاشارهی انتگرالی ، میادله[25]  در ادامه، تونا و کیرکا یافتند

ح   اوییر ع برنولیو  تیموشنکوتبدی  لاپلاس و برای تیر روش کمک 

با مروری بر این پژوهش، ایراداتی   [26، رومانو و برتا ]ن وجودبا ایکردند   

تواند می[ ن25]به آن وارد ساختند  از جمیه اینکه تاب  پاسخ در مرج  

ی انتگرالی را ارضاء کند و دارای جملا  مبهم شام  تاب  میادله 

 باشد نشده خارج از دامنه میساید و دلتای دیراک در نیاط تیریفهوی

های عددی و نظری گوناگونی برای ح  میادلا  روش تاکنون

راهنمای ح   هایها در کتابارائه شده است  این روش یانتگرال

 ،روپیش  آمده است  در پژوهش  [28و27]  ج ای مانند مرمیادلا  انتگرال

راهکار با و شود حدس زده میراهکار عددی نیستروم  باتاب  پاسخ 

ای مبتنی شیوه ،در واق   ،روش نیستروم  آید میبه دقت بدست  تحیییی  

برای ح   تاکنونتبدی  انتگرا  به مجموع جملا  محدود است که بر 

  [33ع29] بکار رفته است لم و ولتراوفرده یعددی میادلا  انتگرال

 ینظریهشده بر اساس ارائهانتگرالی  یمیادله ،در این پژوهش

ی [ و به ازای تاب  هسته 1ارینگن ] گرادیان تنش غیرموضییکشسانی 

و پاسخ   شودمیتحیییی ح   عددی و    هایروش  ا ترکیبب  ،نمایی طبییی

تاکنون    گیردصریح ریاضی به صور  تاب  با فرم بسته در دست قرار می

ی غیرموضیی با ی انتگرالی نظریهپژوهشگری اقدام به ح  میادله

آن نکرده   ی دیفرانسی  میاد ِاستخراج میادلهی نمایی طبییی و  هسته

و مفاهیم اولیه   های نظرینیازابتدا پیش  ،در بخش دوم  و  در ادامه  است 

محاسبا   ،  در بخش سومدنشومی ارائه یافتن تاب  خیزبرای  مورد نیاز

در بخش چهارم، تاب  آید  میانتگرالی  یمیادلهریاضی مربوط به ح  

با شرایط   های نانوتیر  ،در بخش بیدی   شوداص  میح  خیز به فرم بسته

 یکمک راهکار پیشنهاد ههای گوناگون بمرزی مختیف و بارگذاری

های پژوهشموجود در  نتایجشوند و نتایج بدست آمده با تحیی  می

همچنین در این بخش نمودار خیز تیر نانو   شودمیمیایسه  یانپیشین

های مختیف بر اساس تاب  در شرایط مرزی گوناگون و زیر بارگذاری 
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آید  در بخش بید، به تناقضی که در ی نمایی طبییی بدست میهسته

 شود دهد و عیت آن، اشاره میشرایط مرزی با شیب صفر رخ می

 اولیه  مفاهیم  ـ2

ارینگن گرادیان تنش    غیرموضیی  ینظریهدر این بخش ضمن مرور  

این ی انتگرالی میادلهدر  مورد استفاده یتاب  هسته و میرفی [ 1]

از جمیه  مذکور،انتگرالی  یه، راهکارهای موجود برای ح  میادلنظریه

 شوند روش عددی نیستروم، میرفی می

 [ 1ارینگن ]گرادیان تنش  غیرموضعی ینظریه ـ1ـ2

شود  نانو با رفتار اوییر ع برنولی بررسی می تیر ،رودر پژوهش پیش

شده برای خیز، لنگر خمشی، نیروی برشی های مثبت فرضجهت ابتدا

 آید می (1شک  )و بار خارجی در 

 
 های داخیی و خارجی و خیز شده برای نیرو های مثبت فرض (: جهت 1) شک 

 اوییر ع برنولی برقرار است: هایزیر برای تیر یرابطه همچنین،

(1) 
2

2x

d w
z

dx
 =  

باشد که جهت می محور ارتفاعی تیر zو  تاب  خیز w ،بالا یرابطهدر 

 شود نشان داده می (2شک  )در  مثبت آن

 
 مثبت محور ارتفاعی تیر نانو  (: جهت 2) شک 

گرادیان   غیرموضیی  ینظریهتنش ع کرنش، بر اساس    یرابطه  ،در ادامه

 :[13و12و1] شودارائه می ارینگنتنش 

(2) ( ) ( ) ( )
0

d

L

x x
x k x x E x x  = − ,  

،نانو جهت محور تیردر غیرموضیی تنش  نمایانگر ،(2) یمیادله در 

( )x
x ی مشخصی کرنش در نیطهدهنده نشانx ،در طو  تیر 

( )k x x − بیانگر پارامتر  و تبدی  انتگرالی یهستهتاب  بیانگر  ,

ثابت  به ترتیب  Lو E،ست  افزون بر اینهادر ماده ا غیرموضیی

 شود:به صور  زیر تیریف می  باشند می  تیر نانوو طو   ماده  کشسانی  

(3) 0
e a =  

0درونی و یطو  مشخصه aکه در آن،
e   با ثابت کالیبراسیون است

تیاد  لنگر در یک  یمیادلهو بکارگیری  (2)و  (1) یمیادله دو ترکیب 

 [:19آید ]زیر بدست می یرابطه ،تیر نانومیط  

(4) ( ) ( )
( )2

2
0

d

L d w x
M x EI k x x x

dx
= − ,  

 :[1رو به قرار زیر است ]ی مورد استفاده در پژوهش پیشتاب  هسته 

(5) ( )
1

2
,

x x

k x ex 


−
−

− =  

 یمیادله ،بُیدسازی آنو بی (4) یمیادلهدر  (5)ی میادله با جایگذاری 

 آید:بدست میبُید بیهای نهایی با متغیرانتگرالی 

(6) ( )
( )2

2

1

0

2 dh
d w

hM e
d

  
 



−
−

=   

 شوند:به صور  زیر تیریف میبُید های بیمتغیر

(7) 
2

0

4

0

0

0 0

; ; ; ,

; ; ,

x x M
h M

L L L q L

q Lq w
q w w

q EI w


 = = = =

= = =

 

مکان نسبی یک   و    ید، بُبی  غیرموضییپارامتر    h، (7)  یرابطهدر  

عنوان متغیر انتگرا  و دومی برای ه نیطه مشخص در طو  تیر، اولی ب

 یدهندهبه ترتیب نشان  qو  M ،wمحاسبه لنگر است  همچنین، 

0ید است  به علاوه، بُید و بار خارجی بیبُید، خیز بیبُلنگر بی
q  0و

w 

 د نباشمیبه ترتیب بار خارجی مشخصه و خیز مشخصه 



 

4 

 

 ی انتگرال یمعادله حل تحلیلیروش  ـ2ـ2

اوییر ع  یحاکم بر تیرهای نانو یانتگرال یمیادلهمیرفی  س ازپ

های ح  در ادامه به مرور روش  طبییی،ی نمایی بر اساس هستهبرنولی  

از نظر  (6) یمیادلهشود  ناگفته نماند، اینگونه میادلا  پرداخته می

 لم نوع او  است  صور  کییوانتگرالی فرده یمیادلهریاضی، یک 

 :[27]باشد زیر میلم نوع او  به قرار وانتگرالی فرده یمیادله 

(8) ( ) ( )
b

a
f e y d

  
  

−
=   

جم  دو های انتگرا  به  به کمک خاصیت جداسازی کران  (8)  یمیادله 

 شود:تبدی  میانتگرا  

(9) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
f e y d e y d

      


    

− −
= +   

شده های ایجادو جم  عبار   (9)  یمیادلهگیری از  دو بار مشتقاز    پس

 :[27] آیدبدست می (10)ی رابطه

(10) ( )
( ) ( )2

2

f f
y

  




 −
=  

 ،(10)ی [، برای برقرار بودن رابطه27، بر اساس مرج  ]از سوی دیگر

 دو شرط زیر رعایت شوند:لازم است 

(11) 
( ) ( )

( ) ( )

0

0

f a f a

f b f b





 + =


 − =

 

 یمیادلها  ب  (8)  یانتگرال  یمیادله  ،شود  رعایت  (11)اگر شرایط    بنابراین،

 برای تاب  دلخواهلازم به اکر است،   باشدمیاد  می (10)دیفرانسی  

( )f    تاب ،( )F   (12):[27] کندمی رعایترا  (11)همواره شرایط 

) (1ع12) ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

F f A B

f a f b f a f b
A

b a

f a f a Aa A
B

  

 

 

 



= + +

 + + −
=

− −

 + + +
= −

 (2ع12) 

 (3ع12)

 در پژوهش (11) و (10)، (8)های رابطهبکارگیری  رایب ،در ادامه

 شوند:تیریف می (6)ی با توجه به رابطه، نخست روابط زیر روپیش

(13) 
( )

( )

( ) ( )

2

2

1
0 ; 1 ; ; ;

2 ;

a
d w

d
b y

h

f hM




 

 

−
= = = =

=

 

 :دنشونوشته میبه صور  زیر  (11) یرابطهسپس، دو شرط 

(14) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0 0; 1 1 0;V M V M
h h

− = + =  

برقرار  هیچگاهها میادلهآشکار است که این ، (14) یرابطهبا توجه به 

 یمیادلهعنوان ه ب (10) یرابطهتوان از بنابراین نمی  [19] نیستند

 یانتگرال  یمیادلهلازم است    بدین ترتیب،   دیفرانسی  میاد  بهره جست

 (15):[19] شودح  ( 3ع12( تا )1ع12) یهارابطهبا توجه به  (6)

) (1ع16) ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2
0 1

1 2
0

2 2
0

1 2

2

1

0

2

1

1 1

F

h

V

hM A B

h
A h M h M

h

h h
B h M

h

h M

V

V

V
h

  

   − + +   

 − 

 + 

= + +

−
=

+

 +
=  

+ 

−
+

 

 (2ع16)

 (3ع16)

 ( 6)  ی(، میادله3ع16( تا )1ع16های )به کمک رابطه  ،های بیددر بخش

  شودبررسی میروش عددی نیستروم  ادامه،شود  در ح  می

 نیستروم عددی روش  ـ3ـ2

، روش یح  کردن میادلا  انتگرالهای عددی برای یکی از راهکار

تاکنون  از این روش  [28] است( Nyström methodعددی نیستروم )

استفاده  ،فردهولم و ولترا ، شام گوناگون یبرای ح  میادلا  انتگرال

زیر  شک به انتگرالی  یمیادله  یک فرم کیی [ 33ع29] است شده

 باشد:می

(16) ( ) ( ) ( ),
b

a
k x t y t dt f x=  

 :تبدی  کردریمانی مجموع  توان بهمیرا فوق انتگرا  

(17) ( ) ( )
( )

( )
1

, ; 1,…,
m

i

i j j

j

f x
k x t y t i m

t=

= =


  

 tگیری و انتگرا  یبیانگر تیداد تیسیما  بازه  m، (17) یرابطهدر 

 :(17) یمیادلهدر طو  بازه هر تیسیم بطور مساوی است   نمایانگر

(18) 

1

2
;

1

2

j

i

t j t a
b a

t
m

x i t a

  
= −  + 

−   
 = 

  = −  +   

 

 همچنین اگر:
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(19) ( ) ( ); ;
j j i i

y t y f x f= =  

 صور  ماتریسی بازنویسی کرد: بهرا  (17) یمیادلهتوان می

(20)     

   

   

( )

T

T

,…,

1
; ,…, ;

,

1 m

1 m

i j
m m

f f

y y
t

x t


 =



= =
 

   =   

i

i

ij

f

k y f y

k k

 

تاب  مجهو  یا توان به میادیر می (20)با ح  دستگاه میادلا  خطی 

( ) j
ty تروم از روش عددی نیس ،در بخش بید  [28] دست یافت

 شود ی انتگرالی حاکم بر رفتار تیر نانو استفاده میبرای ح  میادله

 ی نمایی طبیعیبا هسته یانتگرال  یمعادلهحل     ـ3

های تحیییی و عددی استفاده شود از روشکوشش میدر این بخش  

ی ی انتگرالی حاکم بر رفتار تیر نانو به ازای تاب  هسته شود تا میادله 

شود  برای این منظور مانند روند مورد استفاده در نمایی طبییی ح  

 شود:[، تاب  انحناء به صور  زیر در نظر گرفته می19مرج  ]

(21) ( ) ( ) ( ) ( )1 A B
w w Aw Bw      = − −  

 شود:ی زیر حاص  می، نتیجه(6)ی  در رابطه  (21)ی  با جایگذاری رابطه

(22) ( ) ( ) ( ) ( )1

1

0

d 2h
A B

e w Aw Bw hM

 

    

−
−

   − − =   

)با یک بار افزودن و کاستن عبار   )A B ی در سمت راست رابطه +

 (23) :میتوان نوشت ،های آنو تفکیک عبار  (22)

) (1ع23) ) ( )

( )

( )

1

1

0

1

0

1

0

d 2

d

d 1

h

h
A

h
B

e w hM A B

e w

e w

 

 

 

   

  

 

−
−

−
−

−
−


 = + +





 =


  =








 (2ع23) 

 (3ع23)

1توان با محاسبه سه تاب  می
w  وA

w  وB
w ی و استفاده از رابطه

1 ،  در ادامهدست یافت  انحناء   ، به تاب (21)
w  آید  برای این بدست می

1 (،3ع16( تا )1ع16های )رابطهمنظور، با توجه به 
w آید:بدست می 

(24) ( ) ( ) ( )2

1
2

A B

h
w qM h  


= +

+ 
 − 

 
 

ی ی انتگرالی حاکم بر تیر نانو، به سه میادلهبدین ترتیب، میادله 

 ،گام بید در یکی از آنها محاسبه گردید شد و  ء تبدی انتگرالی مجزا

 (3ع23( و )2ع23) یمیادلهدو  ح نیستروم برای عددی ابتدا از روش 

 :شودمی میرفیکیی زیر  یمیادله ،  برای این منظورشودمیاستفاده 

(25) ( ) ( )
1

0

d 0,1nhe w n

 

  

−
−

 = =  

مشابه تواند صفر یا یک باشد   است که می   توان    n، (25)  یرابطهدر  

 توان نوشت:می (17) یرابطه

(26) ( ) ( ) ( )
1

0,1 ; 1,…,
i j nm

ih
j

j

e w n i m

 





−
−

=

 = = =


  

 که در آن:

(27) 

1 1

21 0 1
; ;

1 1

2

j

i

j
m

m m
i

m







  
= − 

−   
 = = 

  = −   

 

 hو    mبرای چند حالت مختیف  (20)در ادامه دستگاه میادلا  خطی  

) که همان شود و نتایج آنح  می nو  ) j
ty  (1)جدو  است، در 

1شود  فرض می  نخست   آیدمیبه نمایش در 10 1, ,n m h= =   در این =

A، (2ع23) یرابطهحالت با توجه به 
w w =  است 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

به ازای:  (20): نتایج ح  دستگاه میادلا  (1) جدو  

, ,n m h= = =1 10 1 

( )A j
w  j

 

4 / 7292- 0/05 
0/0745 0/15 
0/1249 0/ 25 
0/1749 0/ 35 
0/ 2248 0/ 45 
0/ 2748 0/ 55 
0/ 3247 0/ 65 
0/ 3747 0/ 75 
0/ 4247 0/ 85 
9/9790 0/ 95 
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 تاب  نیاطی از ،در دستگاه مختصا  (1) جدو  هایخروجیترسیم 

( )A j
w  دهد:را بدست می 

 
با روش عددی نیستروم به ازای:  (25) انتگرالی  یمیادلهپاسخ تاب   :(3)شک  

, ,n m h= = =1 10 1 

,0شود فرض می ادامهدر  15, 0 5.n m h= =   در این حالت با توجه =

B، (3ع23) یرابطهبه 
w w =  است 

( )B j
w  j

 
7 /9993 0/0333 
0/9985 0/1000 
0/9985 0/1667 
0/9985 0/ 2333 
0/9985 0/ 3000 
0/9985 0/ 3667 
0/9985 0/ 4333 
0/9985 0/ 5000 
0/9985 0/ 5667 
0/9985 0/ 6333 
0/9985 0/ 7000 
0/9985 0/ 7667 
0/9985 0/ 8333 
0/9985 0/9000 
7 /9993 0/9667 

 تاب  نیاطی ازدر دستگاه مختصا ،  (2جدو  )های رسم خروجی

( )B j
w  دهد:را بدست می 

 
با روش عددی نیستروم به ازای:  (25) انتگرالی  یمیادلهپاسخ تاب  (: 4)شک  

, ,n m h= = =0 15 0/ 5 

ها بجز خروجیتمامی  شودنمونه بالا، مشاهده مینتایج دو در 

  در هر یا خطی قرار دارند ثابتهای او  و آخر روی یک تاب  خروجی

به ترتیب بسیار  ،فیط اولین و آخرین داده میادلا  نیز، ح  دستگاه

باشند  این رفتار بسیار شبیه به رفتار تاب  بزرگ و بسیار کوچک می

 به سمتمشخص    ینیطهیک    تاب  دلتای دیراک در  استدلتای دیراک  

اگر  ،  بنابراین[34] باشدو در سایر نیاط صفر میکند می  میبینهایت 

ی هدر دو سر باز ،(25)انتگرالی  یمیادلهدر تاب  پاسخ  0,1   دو تاب

خوبی برای  یکنندهتوجیه احتمالاً ،در نظر گرفته شوددلتای دیراک 

 (4( و )3های )شک ، با توجه به    از سوی دیگرباشدمیرفتار تاب  پاسخ  

نیز ای جمیهچند تاب دارای یک  ،تاب  پاسخاحتمالاً  در نیاط میانی،

عنوان پاسخ دقیق ه بزیر کیی ، تاب  هابا توجه به این حدس  باشد می

0,1n ، برای(25)انتگرالی  یمیادله   :شودمیپیشنهاد  =

(28) ( ) ( ) ( )2 δ δ 1w a b c d f     = + + + + −  

ارز قرار دادن و هم (25)انتگرالی  یرابطهدر  (28)با جایگذاری تاب  

 توان تاب  پاسخ را بدست آورد:  با سمت راست تساوی، میانتگرا  حاص 

(29) 

( ) ( )

( ) ( )

2

2

1

0

1 1 1

0 0 0

1 1

0 0

δ δ 1 d

d d d

δ d δ 1 d

h

h h h

h h

e a b c d f

a e b e c e

d e f e

 

     

   

    

    

   

−
−

− − −
− − −

− −
− −

 + + + + − = 

+ + +

+ −



  

 

 

به ازای:  (20)(: نتایج ح  دستگاه میادلا  2جدو  ) 

, ,n m h= = =0 15 0/ 5 
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 :توان نتیجه گرفت، میجزگیری جزبهانتگرا  به روش

(30) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1 1

2 3 2 3 3

1 1

0 0

d d d

2 4 2 2 2

h h h

h h h h

e e e

h h he h e h e h e

     

   





     



− − −
− − −

− − −
−

= + =

+ − − − −

  
 

 همچنین:

(31) 

( ) ( )

( )
( )1

2 2

1 1

0 0

d d d

2

h h h

h h

e e e

h h h e h e

     

 





     



− − −
− − −

−
−

= + =

− + +

  
 

 و:

(32) 

( ) ( )

( )1

1 1

0 0

d d d

2

h h h

h h

e e e

h he he

     

 





  

− − −
− − −

−
−

= +

= − −

    

نتایج زیر در بر اساس خواص آن های دلتای دیراک نیز در مورد تاب 

 [:34گیرد ]دسترس قرار می

(33) ( )
1

0

1
δ d

2
h he e

  

 

−
− −

=  

 و همچنین:

(34) ( )
( )11

0

1
δ 1 d

2
h he e

  

 

− −
−

− =  

با توجه به  و (34)تا  (30) هاییمیادله گذاریهمرویاکنون با 

 :بدست آوردتوان پاسخ را می (29)انتگرالی  یمیادله 

(35) 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )

2

1 1

2 3 2

1

3 3

1

2 2

1
1

1

0

δ δ 1 d

2 4 2

2 2

2

2
2 2

h

h h

h h

h h

h h
h h

e a b c d f

h h he h e
a

h e h e

b h h h e h e

e e
c h he he d f

 

 

 

 


 

    





−
−

− −

−
−

−
−

−
−−

−

 + + + + − = 

 
+ − − 

 
 
− − 

 
+ − + + 

 
 

  
    

+ − − + +     
    
   



 

، (35)ی های مشابه در رابطهپس از مرتب کردن عبار  در نتیجه

 :توان نوشتمی

(36) 

( ) ( )

( )

( )

( )

2

2 3

3 2

2 3
1

2

1

0

δ δ 1 d

2 2 4 2

2
2

2 2

2

h

h

nh

e a b c d f

ah bh ah ch

d
ah bh ch e

ch ah ah ah

ef
b h h

 





    

 



−
−

−

−

 + + + + − = 

+ + +

 
+ − + − + 
 

 − − − −
 + 
 − + + 
 



 

دو پاسخ  در ادامه،باشد  صفر یا یک می n، (36) یرابطهکه در 

 :آیدبدست می (3ع23( و )2ع23انتگرالی )ی میادله 

(37) ( )
1

0

dh
A

e w

 

  

−
−

 =  

 بنابراین:

(38) 

( )

( )
( )

2 3

3 2

1

2 3 2

2 2 4 2

2
2

2 2
2

h

h

ah bh ah ch

d
ah bh ch e

f
ch ah ah ah b h h e





 



−

−

+ + +

 
+ − + − + 
 

 
+ − − − − − + +  
 

 

توان میادلا  زیر را ، می(38) یرابطهارز قرار دادن دو سمت همبا 

 جه گرفت:نتی

(39) 

( )

3

3 2

2 3 2

2 0 0

1
2 1

2

4 2 0 0

2 0
2

2 2 0
2

1

ah a

bh b
h

ah ch c

d
ah bh ch d h

f
ch ah ah ah b h h

f h

=  =

 =  =



+ =  =


− + − + =  = −


− − − − − + + =


 = +

 

 آید:میبه صور  زیر دردقیق و تاب  پاسخ 

(40) ( ) ( ) ( ) ( )δ 1 δ 1
2

A
w h h

h


   = − + + −  

 :توان نوشتمی نیز دوم یمیادله در مورد 
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(41) ( )
1

0

d 1h
B

e w

 

 

−
−

 =  

 بنابراین:

(42) 

( )

( )
( )

2 3

3 2

1

2 3 2

2 2 4 2

2
2

2 2 1
2

h

h

ah bh ah ch

d
ah bh ch e

f
ch ah ah ah b h h e





 

−

−

+ + +

 
+ − + − + 
 

 
+ − − − − − + +  
 

 

 یرابطهارز قرار دادن دو سمت های مجهو  با هم، ثابتمشابه بطور

 آید:، بدست می(42)

(43) 

( )

3

3 2

2 3 2

2 0 0

2 0 0

1
4 2 1

2

2 0 1
2

2 2 0
2

1

ah a

bh b

ah ch c
h

d
ah bh ch d

f
ch ah ah ah b h h

f

=  =


=  =



+ =  =


− + − + =  =


− − − − − + + =


 =

 

 :شودنوشته میو تاب  پاسخ به صور  زیر 

(44) ( ) ( ) ( )
1

+δ δ 1
2

B
w

h
   = + −  

ی های انتگرالمیادلهصریح دقیق و های پاسخ ،آمدههای بدستتاب  

آمده های بدستپاسخ ،بیدی بخشباشند  در می (3ع23( و )2ع23)

شایان اکر است    شودمی حاص   تیر نانو  شده و تاب  انحنا و خیز    ترکیب

 برای نخستین  (44)و    (40)  یرابطه های تحیییی مندرج در دو  که پاسخ

در پژوهش فرناندز و  شوند بار است که بدست آمده و گزارش می

های انتگرالی و آن هم در یک [ صرفاً پاسخ عددی میادله19همکاران ]

 بدست آمد از تیر نیطه 

 تیر نانوتابع خیز    یافتنـ  4

( و 2ع23(، )1ع23) یهارابطه یتمام میادلا  انتگرال پاسختا اینجا 

مندرج در سه  هایتاب توان بر اساس بدست آمد  بنابراین می (3ع23)

، به تاب  (21)  یرابطهبر اساس  همچنین،  و    (44)و    (40)،  (24)  یرابطه

های شیب   تاب  انحناء شام  تاب  دلتای دیراک و تاب خیز دست یافت

 باشند ساید میو خیز دارای تاب  هوی

(45) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

2

2

δ 1 δ 1
2

1
+δ δ 1

2

δ 1 δ 1

2

A B
w w Aw B

A

w

A B
M h

A h h
h

B M h
h

A h

q

q

h B B

h

   





 

 









   = − −

 + 
= −   

  

 
− − + + − 

 

 
− + − = − 

 

 − +− + 

+

+ −

 

 به عبار  دیگر:

(46) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

1

2

2

2

δ δ 1

1

q

Ah

w M h

A h B

B

  





    = − + −




 − + +  

+

=

=

−  

محاسبه  (3ع16( و )2ع16) یهارابطهه کمک ب Bو   Aبالا  یرابطهدر 

میان بار خارجی و لنگر خمشی دیفرانسییی    یرابطه  بر اساسشوند   می

 (47) نوشت:توان می

) (1ع47) )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

1

2 1

0

0

d

d

q
d M

d

C

q t

t q t

V C t

M C t











  


=




= +


 = + +


−





 

 (2ع47)

 (3ع47)

 یمیادله، (46) یمیادلهدر  (3ع47( و )1ع47)های رابطهبا جایگذاری 

 آید:زیر بدست می

(48) 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1

2

21

0

d

δ δ 1h

t q t

q

w C C t



  

   

 = + +

+

−

+− −

  

 های شیب وتاب  ،(48)ی میادله گیری ازمرتبه انتگرا در ادامه، با دو 

 آیند:خیز بدست می

(49) 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1

2

1

3 2

2

2

0

0

1
d

2 2

d H H 1

C
w C C tt q t

q th t










 

  

 = + + +

− ++ −

−
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 :توان نوشتبرای تاب  خیز می همچنین

(50) 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

32

1

2 3

1

4 3

2

0

0

1
d

2 6 6

d H 1 H 1

C C
w

q

C C t

h t

t q t

t t





 
 

   



  

= + + + +

− + −− −

−

+




 

 چهار   این تاب  دارای  باشدخیز تیر نانو می تاب  فرم بسته  (50)  یرابطه

و بارگذاری تیر نانو شرایط مرزی  پس از تییینکه ثابت مجهو  است 

 های نانوطه برای تییین خیز تیردر بخش بید از این رابشوند   تییین می

 شود های مختیف استفاده میدر شرایط مرزی و بارگذاری

 و تحلیل آنها عددی  نتایج  ـ5

برای چند حالت شرایط مرزی و تاب   (50)ی میادلهدر این بخش، 

شود  در بخش او  این فص ، نمودار تغییرا  خیز بارگذاری تییین می

و با نتایج مشابه  یک نیطه از تیر نانو با پارامتر غیرموضیی ترسیم شده

های بیدی، نمودار خیز تیر در بخششود  [ میایسه می19در مرج  ]

ی مهم این نمودارها شوند  نکتهنانو در شرایط مرزی مختیف ترسیم می

ی ها بر اساس تاب  هستهآن است که برای نخستین بار این منحنی

 آیند نمایی طبییی بدست می

 
بر اساس انتهایی  پایانی تیر یک سر گیردار زیر بار متمرکز ی: خیز نیطه (5)شک  

 [ 19و مرج  ] (50)ی میادله
 

مربوط به نتایج   (5شک  )  های نمودارشود نیطههمانطور که مشاهده می

آمده بر اساس ی بدست[ و نمودار پررنگ به میادله19]عددی مرج  

 کند اشاره می (50)ی رابطه

 
بر اساس یکنواخت  ی: خیز نیطه پایانی تیر یک سر گیردار زیر بار گسترده (6)شک  

 [ 19و مرج  ] (50)ی میادله

 
ی به میادله ی مثیثی خیز نیطه پایانی تیر یک سر گیردار زیر بار گسترده : (7)شک  

( )q  =  [ 19و مرج  ]  (50)ی بر اساس میادله 

 
1خیز نیطه  : (8)شک   ی یکنواخت بر اساس تیر دو سر مفص  زیر بار گسترده  /4

 [ 19و مرج  ] (50)ی میادله
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ی یکنواخت بر اساس خیز نیطه میانی تیر دو سر مفص  زیر بار گسترده : (9)شک  

 [ 19و مرج  ] (50)ی میادله

 
ی کسینوسی به خیز نیطه میانی تیر دو سر مفص  زیر بار گسترده : (10)شک  

)ی میادله ) ( )22 cos 2q   =[ 19و مرج  ]  (50)ی بر اساس میادله  و 

 
ی (: خیز نیطه میانی تیر یک سر گیردار یک سر مفص  زیر بار گسترده 11)شک  

 [ 19و مرج  ]  (50)ی یکنواخت بر اساس میادله 

ید نیطه مشخصی از تیر بُبیهای بالا محور قائم مربوط به خیز  در نمودار

باشد  ید میبُبی غیرموضییپارامتر  یدهندهنانو و محور افیی نشان 

آمده بر نتایج بدستشود،  همانطور که در تمام این نمودارها مشاهده می 

باشد  [ می19منطبق بر نتایج عددی مرج  ]  (50)ی  اساس ح  میادله

های مختیف در ادامه نمودار خیز تیرهای نانو با شرایط مرزی و بارگذاری

 شوند ارائه می

 
(: نمودار خیز تیر یک سر گیردار زیر بار متمرکز انتهایی بر اساس 12)شک  

 ( 50)ی میادله

 
ی یکنواخت بر اساس (: نمودار خیز تیر دو سر مفص  زیر بار گسترده 13)شک  

 ( 50)ی میادله

 
ی یکنواخت بر اساس (: نمودار خیز تیر دو سر گیردار زیر بار گسترده 14)شک  

 ( 50)ی میادله



 

11 

 

 
ی ی کسینوسی به میادله(: نمودار خیز تیر دو سر مفص  زیر بار گسترده 15)شک  

( ) ( )22 cos 2q   =( 50)ی بر اساس میادله  و 

 
ی مثیثی (: نمودار خیز تیر یک سر گیردار یک سر مفص  زیر بار گسترده 16)شک  

)ی به میادله  )q  =  ( 50)ی بر اساس میادله 

 
ی (: نمودار خیز تیر یک سر گیردار یک سر برش آزاد زیر بار گسترده 17)شک  

)ی مثیثی به میادله  )q  =  ( 50)ی بر اساس میادله 

نتایجی  (17( تا )5های )شک های در ادامه، با توجه به نمودار

آشکار است  (17( تا )5های )شک شوند  در ابتدا بر اساس استخراج می

اگر فرض یابد  خیز تیر افزایش می ،با افزایش پارامتر غیرموضیی که

شود جنس و ابیاد سطح میط  تیر نانو ثابت باشد، تنها عام  افزایش 

 توان نتیجه گرفتمیاز طرفی  پارامتر غیرموضیی کاهش طو  تیر است   

خیز آن متناسباً   ،ی کلاسیک، با کاهش طو  تیر نانونظریه بر خلاف    که

 خیز تیر افزایش پیدا کند  ،مجموع در نتیجه در و  یابدمیکاهش ن

رخ  (17( و )16(، )14(، )12های )شک  در ادامه به تناقضی که در

کاملاً مشهود   ،هاشک این  بر اساس   شود اشاره میو عیت آن  داده است  

باشد  این در حالی است ها صفر نمیگاهتیر نانو در تکیه است که شیب

تنها آزاد وجود دارد  این تناقض  گاه گیردار یا برش ها تکیهکه در این تیر 

شود  لازم به ی نمایی طبییی ایجاد میبه هنگام بکارگیری تاب  هسته 

شود، تاب  شیب تیر مشخص می  (49)ی  اکر است، همانطور که از رابطه

ساید باشد  تاب  هویساید در دو انتهای خود مینانو دارای دو تاب  هوی

 [:34شود ]به صور  زیر تیریف می

(51) ( ) ( )H d


   
−

=   

ساید به ازای میادیر مثبت، یک، به بر اساس این رابطه، میدار تاب  هوی

/1ازای میادیر منفی، صفر و به ازای صفر مساوی  این  باشد می 2

آن را کمانک جیوی ایی که میدار ساید در نیطهتاب  هوی ناپیوستگیِ 

حداق  شود که هایی میدر تیر مذکور تناقض  ایجاد باعثکند، صفر می

 دارند  را صفر شرط مرزی شیبِ ،آنهادو انتهای یکی از 

 گیرینتیجه  ـ7

برای   [1ارینگن ]گرادیان تنش    غیرموضیی  ینظریه  ،در این پژوهش

برای  نظریهاین  بکارگیری  بکار رفت ی اوییر ع برنولیتیر نانوتحیی  

شد  در این پژوهش، تاب  انتگرالی  یمیادلهمنجر به  های نانوتیر

در ادامه،   ی این میادله، تاب  نمایی طبییی در نظر گرفته شدهسته

ی دیفرانسی  مذکور و میادلهانتگرالی    یمیادلهبرای نخستین بار، پاسخ  

 و نیستروم های عددیروش  با ترکیب بطور مستییم ومیاد ِ آن، 

  در دسترس قرار گرفت تحییییهای روش

 غیرموضییابتدا مبانی نظری تئوری کشسانی  ،در این پژوهش

شرح داده شد و سپس مبانی  مزبورانتگرالی  یمیادله گرادیان تنش و 

 تشریح عددی نیسترومبه روش انتگرالی  یمیادلهریاضی ح  یک 

از این روش برای ح  عددی میادلا  انتگرالی حاکم در ادامه،   گردید

با توجه به نتایج روش عددی   ،در گام بیدیشد     بر تیرهای نانو استفاده

و   ءدنبا  شد و تاب  انحنا  یانتگرال  یمیادلهنیستروم، روش تحیییی ح   
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برای اطمینان   ،همچنین  سپس تاب  خیز تیر نانو با فرم بسته بدست آمد 

با شرایط مرزی و  تیرهای نانوبرای  رابطهنهایی، این  یرابطهاز درستی 

های پیشینیان و نتایج آن با یافته استفاده شدختیف های مبارگذاری

، در پی آشکار شدن تناقضی در نتایج شایان اکر استمیایسه گردید  

در  دقیقتاب  پاسخ  وردنبدست آعددی، عیت آن تناقض روشن شد  

قرار پژوهشگران  در اختیاراین امکان را  ،های عددیمیایسه با روش 

کمتر و بدون نیاز  زمانبا صرف  وهای بالاتر دهد که بتوانند با دقت می

  به تحیی  تیرهای نانو بپردازندهای طولانی عددی به روش
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