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 :چکیده
گونت  نیا یارائت شببده اسببت  در حل عدد یبعد کیخالص  ییحل مسببائل جاب ا یبالا برا یمر بت نیلورگالرکیشبببکت  پژوهش، روش بدون نیدر ا

 ایتبا افزودن جمل   وانمی لذا  شببوندیم  داریناپا لی حل جیبر جملات پخش، نتا ییجملات جاب ا یاسببتاندارد، بت علت بلبت گالرکین مسببائل با روش
سبب  شبده   ،یریپذاسبتاندارد در مشبت  رکینلگا  وابع شبکل  تیکاهش داد  محدودرا   ییجملات جاب ا  ریبت معادلت،  اث  یداریپا  یت حت عنوان جمل

از  ابع شبکل حدالل مربعات   ، با اسبتاادهشبده   در روش ارائتباشبد  سبریم تدر معادل اول  یبا مشبت  مر بت  پایداری اسبتااده از جملات   نهااسبت کت 
مرجع    یروش، دو مسببهلت نیا یبررسبب  یشببود  برامیبالا در معادلات اسببتااده  یبا مشببتتات مر بت  یداریاز جملات پا ،یی ابع وزن نماو  متحرک
 شیکت با هر مرحلت افزا  دهدمینشببان  جی  نتادن اسببازی شببدهشبببیت ،کیلوچ کلاسبب  یضببربت  و یحرکت موج گوسبب  یعنی ،یبعد کیخالص  ییجاب ا
 است  افتتیو نوسانات آن کاهش  شیافزا جیدلت نتا ،یداریجملت پا یمر بت
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Abstract:  

The present study proposes a novel approach for solving one-dimensional pure convection problems, 

utilizing a high-order Taylor Galerkin element-free method. The standard Galerkin method has limitations 

in solving such problems due to the predominance of convective terms over diffusion terms, leading to 

unstable and fluctuating analysis results over time. To address this issue, high-order stabilizing terms can 

be added to the standard Galerkin method. However, due to the limitations in the derivability of the standard 

Galerkin shape function, it is not possible to incorporate high-order terms in the equation. In this context, 

the proposed high-order Taylor Galerkin element-free method enables the inclusion of stabilizing terms 

with high-order derivatives in the equations, utilizing the moving least-squares (MLS) shape function and 

exponential weight function, which exhibit the continuity of all their derivatives. This approach provides a 

promising solution for addressing the limitations of the finite element method and achieving more accurate 

and stable analysis results for one-dimensional pure convection problems. The accuracy of the numerical 

simulation was evaluated using two one-dimensional pure convection benchmark problems: the Gaussian 

wave motion problem and the classical water hammer problem, both analyzed up to the fourth-order. The 

results of the numerical simulations demonstrated that increasing the number of stabilizing terms led to 

improved accuracy and decreased fluctuations. Therefore, it can be concluded that the stability terms up to 

the fourth-order in the equations display acceptable accuracy for these two problems. This development has 

significant implications for the analysis of fluid mechanics and other related phenomena. By enabling a 

more comprehensive analysis of fluid dynamics, researchers can investigate complex fluid dynamics with 

greater precision and detail, yielding valuable insights into a wide range of physical processes. In 

conclusion, the proposed high-order Taylor Galerkin element-free method is a noteworthy advancement in 

numerical analysis, overcoming the limitations of the standard Galerkin method and demonstrating superior 

accuracy and stability in the solution of pure convection problems. This approach provides an efficient and 

accurate method for numerical analysis and has the potential to be extended to other areas of research, 

including computational fluid dynamics, heat transfer, and structural mechanics. 
 

Keywords: Pure convection problem, High-order Taylor-Galerkin element-free method, Finite element method, 

High-order terms. 
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 تاریخچه تحقیقات   مقدمه و  ـ ١
و  2ییجاب ا یشامل دو جملت الاتیانتتال س یمعادلات کل

  شوندیداده م شینما یلیارانسیکت بت صورت د باشندیم 3پخش

 باشدمی  گریبت مکان د  یاز مکان  الیمر بط با حرکت س  ییجملت جاب ا

 یسرعت است و در طرف متابل، جملت یمولات  آن  یاصل  یکت هستت

 یااست کت از نتطت الیس  یهالکولپخش مر بط با حرکت نامنظم مو

  کنندیم دایپ انیجر  رنییبا بلظت پا یابا بلظت بالا بت نتطت

و  ییمربوط بت جملات جاب ا الاتیانتتال س مشتتات اول معادلت

  با  وجت بت باشدیمربوط بت جملات پخش م مشتتات دوم آن

 یاهگونت معادلات، روش نیا یلیحلموجود در حل   یهایدشوار

از جواب را  یمناسب نیکردند  ا  خم دایگسترش پ یاریبس یعدد

   بدست آورند

 ،یدر حل عدد لیارانسیمعادلت د کیمهم  یهایژگیاز و یک ی

  خودالحاق بودن معادلت سب  باشدیآن م 4یخودالحال تیخاص

( محدوداجزای)  استاندارد  نیمعادلات با روش گالرک   یکت  تر  شودمی

باعث   تیخصوص نیا  نیعدم  ام  ی  از طرفردیبا حدالل خطا صورت گ

شدن جواب در روش  داریادامت ناپا رو د جینوسانات در نتا یارائت

 یدر معادلت یی ایجا ی  وجود جملتشودیاستاندارد م نیگالرک

 نیمعادلت از ب یخودالحال تیکت خاص شودیسب  م الاتیانتتال س

استاندارد،   گارکیناز جملت روش    یعدد  جیرا  یهاروش   تیبرود  در نت

 ندارند و با مشکلات اگونت مسائل ر نیمناس  ا یعدد لیامکان  حل

کت معمولا معادلات   افتدمی  یا ااق در حال  نی  اشوندیمواجت م  عددی

 ییکوچک، بت علت عدم وجود جملت جاب ا یهاییبا جاب ا یاسازه

استاندارد با  رکینلگادر معادلات خود، خودالحاق هستند و روش 

  دهدیم  تیخطا نت زانیحدالل م

بر  ییجاب ا یجملت ریبردن  اث نیاز ب یبرا یمتنوع یکارهاراه

با اصلاح  ابع وزن،  و همکاران چینکوویمعادلات ارائت شده است  ز

افزودن   روش  نیا  تی  ماه[1]  کردند  شنهادیرا پ  نیگالرک  روش پتروف

است کت سب    گالرکین استانداردمناس  بت  ابع وزن    یوزن م از  کی

 
2 Convection 
3 Diffusion 
4 Self-adjoint 
5 Damp 
6 Streamline diffusion 

 نیا مارطافزودن   شودیرفتن نوسانات م نیاب و از بجو دنش داریپا

علت  نیشده، بت هم جینتا یاز اندازه شیشدن ب 5وزن باعث هموار

ارائت شده است    یوزن م از  نیا  یبرا  نتیمتدار به  افتنی  یبرا  یارابطت

و طبعا با در نظر  شودیکنترل م  یضر کیبا  یمتدار وزن م از نیا

 گالرکین استاندارداز آن بت وزن  یمتدار چیصار، ه  یگرفتن ضر

 ماندمی یاستاندارد بال نیو روش همان روش گالرک شودنمیاضافت 

از معادلت، راه  ییجاب ا یحذف جملت یو همکاران برا مونی  گا[2]

ها از دو  ابع دلخواه استااده نمودند کت را ارائت کردند  آن یمیمستت

 یریبا در نظرگ  سپس  شودیبرابر با  ابع وزن م  گریکدیها در  آن  بضر

را صار و معادلت  ییجاب ا ی ابع اول، جملت یمتدار مناس  برا کی

را خودالحاق کردند و  ابع دوم را بت عنوان  ابع شکل در نظر گرفتند  

با خودالحاق شدن معادلت،  وانستند با همان  ابع وزن   تیدر نت

و  وزی  ه[3] معادلت را بدون نوسان حل کنند گالرکین استاندارد

 یبرا یمحدودیروش اجزا کیرا کت  6یبروکس روش پخش خط

, 4] ئت کردندرا ارا باشدیخالص م ییپخش و جاب ا-ییمسائل جاب ا

 اصلاح پتروف  کیروش را  وسعت داد کت    نیبعد جانسون ا  ی  چند[5

پخش   یروش جملت  نیاست  در ا  استاندارد گالرکیناز روش    نیگالرک

کت  شودیکار سب  م نی  اشودیاضافت م انیدر جهت جر یم از

پخش  کیکلاس یهانسبت بت روش یکمتر 7انیپخش عمود بر جر

  داگلاس و راسل روش مشخصت اصلاح شده [7,  6]  شود   ادیا  یم از

 ریپخش در حالت ب-ییجاب ا یجزئ لیارانسیمعادلات د یرا برا

و  محدودیااز روش اجز یبیروش  رک نیارائت کردند  ا 8ستاریپا

روش مشکل اعوجاج  نیها است  ااختلاف محدود با روش مشخصت

 نیرا ندارد  ا شوندمی  دهید 9ریمس ییجاب ا یهاشبکت کت در روش

 نیبنابرا کند،یم داریرا متتارن و پا یجزئ لیارانسیروش معادلات د

استااده  یداریبدون از دست دادن پا زرگب یزمان یهااز گام  وانمی

را  10ی گرانژلا-یلریاو یو همکاران روش الحاق موضع ایلی  س[8] کرد

 یمعرف  یبعد  کیپخش  -ییجاب ا  یجزئ  ارانسلیحل معادلات د  یبرا

معادلات  یحل مشخصت برا یراهکار کل کیروش،  نیکردند  ا

7 Crosswind diffusion 
8 Non-conservative 
9 Forwarding track 
10 Eulerian-Lagrangian localized adjoint 
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 یعدد یاهحلو راه کندمی  ادیپخش ا-ییجاب ا یجزئ لیارانسید

در  یحت یاضاف یک یزیرفینوسانات ب  ادیرا بدون ا ییبا دلت بالا

و همکاران روش حدالل  وزی  ه[9] دهدی بزرگ ارائت م یزمان یهاگام 

 نیکردند  ا یپخش معرف-ییمسائل جاب ا یرا برا 11ن یمربعات گالرک

استاندارد و روش حدالل  نیگالرک یاز دو روش م زا یبیروش  رک

 نیکت اگر از روش گالرک دهدینشان م یعدد جیمربعات است  نتا

ها پخش استااده شود، جواب-ییحل معادلات جاب ا یاستاندارد برا

ها و اگر از روش حدالل مربعات استااده گردد، جواب  شوندیم  ینوسان

دو روش با نسبت  نیا  ی رک نی  بنابراشوندیم از اندازه هموار شیب

در جواب حل   یدلت لابل لبول   واندیم  ،یکنترل   یمناس   وسط ضر

  [10] کند  ادیا یعدد

جملت  شیافزا یبرا یارائت شده کت از وزن م از یهااکثر روش

با استااده  کنند،یاستااده م ی جاب اییکردن جملتو کم اثر  پخش

مناس     یبت ضر  م،یمستت  ریو بت صورت ب  یعدد  یاز آزمون و خطاها

های بیرمستتیم، در کنار این روش  انددهیدلخواه رس  تیو نت

وجود دارد کت  پخش ییمعادلات جاب اهای مستتیم برای حل روش

اشاره کرد  این روش   12نیروش مشخصت گالرک   وان برای نمونت بتمی

 نی  بدسازدمیاز خطوط مشخصت معادلت را خودالحاق  ادها استاب

بدون افزودن وزن  محدوداجزایبا استااده از روش   وانیصورت م

 یاهاز روش گرید یک ی  [12, 11] دیرس داریبت جواب پا ،یم از

 ایاست کت  وسط دون 13نیلورگالرکیمورد استااده، روش   میمستت

 دی ول  یبرا  14شرویپ  لوری   یهاروش از بسط  نیشده است  در ا  یمعرف

امکان  ییاز آن ا  [13] شودیبا دلت بالا استااده م ی ااضل زمان

از جملات   وانمیبسط وجود دارد،  نیجملت در ا شمارینوشتن ب

استااده کرد، اما با  وجت بت  جیدلت نتا شیافزا یبالا ر برا یمر بت

 عادلتحل م ،گالرکین استاندارد  ابع شکل یریپذمشت  تیمحدود

 15فیبت شکل ضعم ممکن است کت پس از  نها  ا جملات مر بت دو

  ژانگ و همکاران روش شودی م  لیبت جملات مر بت اول  بد  ،درآوردن

 
11 Galerkin Least-Squares (GLS) 
12 Characteristic-Galerkin 
13 Taylor-Galerkin 
14 Forward-time Taylor series expansions 
15 Weak form 
16 Element Free Galerkin (EFG) 

ارائت کردند    برگر  یحل معادلت   یرا برا  نیگالرک  یمشخصت  شبکتبدون

شده و امکان  خودالحاقمعادلت ، هابا استااده از روش مشخصت

استاندارد فراهم  نیبا استااده از روش گالرک یمکان یسازگسستت 

 متین شبکتبدون نیروش گالرک کی  ژانگ و همکاران [14] شودیم

و  16نیگالرک شبکتبدوناز روش  یبیارائت کردند کت  رک یگرانژلا

حل معادلات مشت   یروش برا نی  ا[15] است یلاگرانژ متیروش ن

روش  نیخالص گسترش داده شده است  ا ییجاب ا یبا جملت یجزئ

مشکلات   نیبنابرا  ؛بردیبهره م  شبکتبدون  یهاروش  یهاتیاز  مام مز

نتطت  یابیبت عت  و درون یابیدر رد یلاگرانژ متیروش ن یسازادهیپ

محدود روش ح مو همکاران  لیو   .ابدییکاهش م  یادیخروج  ا حد ز

 تی ابع پا یساختار با استااده از بازسازبدون یهادر شبکتمر بت بالا 

 ا لاف  پراکندگی و  و  دلت بهبودرا ارائت کردند  در این روش    17یشعاع

 یبرا دوارکنندهیام یکردرو کیبت  را کت آن دیابنیز کاهش می یعدد

 الاتیس کینامید یسازتیدر شبر   یدل جیبت دست آوردن نتا

لی و همکاران روشی را پیشنهاد   [16] کندیم لی بد یمحاسبا 

با  پایدار یزوهندسیا لیرا با  حل 18کنند کت   زیت متعامد مناس می

 نیکند  ایم  ی رک 19روش خط جریان رو بت باد پتروف گالرکین

 دهیچیمسائل پ افتتیکارآمد مر بت کاهش  یسازنمونتامکان  کردیرو

  کندیرا فراهم م اندرکنشو  پخش، جاب اییشامل  جاب ایی خالص

روش  ،پایداری یهاشیوه  یبال  و  رک یهابا گرفتن حالت 

 دهدیرا ارائت م یاافتتیبهبود  یمحاسبا  ییدلت و کارا یشنهادیپ

کت  کشیدندادعا را بت چالش این  گریمبرگ و همکاران  [17]

 کینامید یبرا 20یزیربر طرح یمبتن افتتیمر بت کاهش  یهانمونت

کت   ها بیان کردندآنهستند    داریناپا  یاز نظر عدد  یمحاسبا   الاتیس

با  ستمیس کیکاهش ابعاد  ندیفرآ) 21برش مدال لیبت دل یثبا یب

 لیبلکت بت دل ست،ین (مر بت بالا ر یهااز حالت  یکنار گذاشتن برخ

-تروفمورد استااده است  با استااده از چارچوب پ  ب گالرکینچارچو

 یزیربر طرح یمبتن افتتیمر بت کاهش  یهانمونت  وانی م ن،یگالرک

17 Radial Basis Function (RBF) 
18 Proper Orthogonal Decomposition (POD) 
19 Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) 
20 Projection-based Reduced-Order Models (PROMs) 
21 Modal truncation 
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 یهانمونتبدون  جاب ایی خالص یهاانیجر یرا برا یتیو دل داریپا

سرعت  شیساخت کت من ر بت عوامل افزا رفضایز یطراح ای یاضاف

 یشبکت محلروش بدونسین  و همکاران     [18]  شودیم  یلابل  وجه

 لیارانسیمعادلات د یرا برا فیخا 23ناپیوستگیبا  22شده تی ثب

 یعدد  یهاشی  آزماکندیارائت م جاب ایی حت   داریثابت و ناپا  یجزئ

 کردیرو کیو آن را بت  دهدیرا نشان م این روش ییدلت و کارا

با  معادلات دیارانسیل جزئی جاب ایی خالصحل  یبرا دوارکنندهیام

با در متایست  عملکرد بهتر و پرش یوستگیو ناپ زی  یهاگوشت

جاود و   [19] کندیم لی بد شبکتبر  یمبتن لدیمی یهاروش

در  یشعاع تیشده با استااده از  وابع پا تیحل  ثبراه کیهمکاران 

  عی وز یبر رو جاب ایی انیمعادلات جر یبرا 24روش  ااضل محدود

مر بت بالا ر،  یها یطرح شامل  تر نی  اکردندارائت شبکت گره بدون

و سرعت  نولدزیو  کانت، و طول مشخصت بر اساس عدد ر روی عادل ن

نوسانات   از بین بردنآن را در    یاثربخش  یعدد  یهااست   ست  انیجر

و اطراف  جاب ایی خالص یهاانیدر جر ژهیوو بهبود دلت، بت یعدد

  [20] دهندینشان م 10000 نولدزیدر ر لیرفویا

 برند،یبهره م گالرکین استانداردکت از  وابع شکل  ییهاروش در

 با این حال  جملات معادلت بت مرا   بالا ر وجود ندارد   یامکان  وسعت

شبکت پژوهش  حت عنوان روش بدون نیروش ارائت شده در ا

 ا دلت و  کندیامکان را فراهم م نی، ا25مر بت بالا  نیلورگالرکی 

بالا در  یهامر بت پایداری با افزودن جملات با ل،ی حل یداریپا

 یو ارائت میروش با حل مستت نی  اابدی شیافزا یزمان یسازگسستت 

 ا  دهدمیامکان را  نیبت  عداد دلخواه در معادلت، ا یداریجملات پا

از  ابع  یریگبا بهره   در این روش ارائت شده ابدی شیافزا لیدلت  حل

ساختت مر بت بالا پایداری جملات  ،26شکل حدالل مربعات متحرک

 تی ابع شکل حدالل مربعات متحرک محدود ؛ زیراشودمی

 هر نتطت دلخواه لابل محاسبت است  یندارد و برا یریپذمشت 

در محاسبات  ابع شکل حدالل مربعات  ییاز  ابع وزن نما گیریبهره

 ، مام مشتتات آن یوستگیبت علت پ ا  دهدیامکان را م نیا متحرک

  وانیم لتع نیان ام شود  بت هم تیبت بدون محدود یریپذمشت 

 
22 Stabilized Local Meshless Method (SLMM) 
23 Shock 
24 Radial Basis Functions in Finite Difference Method 

(RBF-FD) 

 نیداد کت ا شیافزا ازیمورد ن زانیرا  ا م یزمان یسازدلت گسستت 

 .است یکاربرد اریمسهلت بس یدگیچیبستت بت پ تیمز

 یزمان یسازگسستت یو نحوه الیدر ادامت ابتدا معادلت انتتال س

حاصل  جی  سپس نتاشودمی انیب نیلورگالرکی وسط روش   یو مکان

  مسهلت شودمی یبررس یبعد کیخالص  ییاز حل دو مسهلت جاب ا

 یدهیو مسهلت دوم مربوط بت پد  یموج گوس  کیاول مربوط بت حرکت  

شبکت روش بدون است  هر دو مسهلت با کیضربت لوچ کلاس

مشخصت محدود اجزایو با روش  یسازتیمر بت بالا شب نیلورگالرکی 

  شوندمی متایست  نیگالرک

 

 معادلات حاکم  ـ 2
ابتدا معادلت  یو مکان یزمان یسازگسستت یبخش برا نیدر ا

 ابع شکل و وزن   یو سپس با معرف  شودیخالص استخراج م  ییجاب ا

لال   یدر حالت کل  پذیردمیصورت  یسازاستااده شده، گسستت

 (1رابطت )بت صورت    یک بعدی با جاب ایی خالص  الیمعادلت انتتال س

 است:

(1) 
( )

0
U

t x

 
+ =

 
 

اسکالر منتتل شده  وسط  تیکم سرعت معلوم،   Uرابطت  نیدر ا

مشت  با بسط     باشندیزمان م  ریمتغ  tمکان و   ریمتغ  x، سرعت  نیا

 نوشت:  وانی( م1رابطت )در 

(2) 0
U

U
t x x

 


  
+ + =

  
 

 یاشده است، جملت دهیآن خط کش ری( ز2) یکت در رابطت  یعبار 

 یسازساده ی  حال براکندمیخارج  یاست کت معادلت را از خودالحال

برابر صار باشد    انیجر  27ییکت واگرا  فرض کرد   وانیمعادلت م  شتریب

  تیدر نت  شودی( برابر با صار م2سوم رابطت ) یجملت نیبنابرا

  ساده کرد (3رابطت )( را بت صورت 2رابطت )  وانیم

(3) 0U
t x

  
+ =

 
 

25 High-order Taylor-Galerkin Meshless Method 
26 Moving Least-Squares (MLS) 
27 Divergence 
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متغیر دهنده معادلت جاب ایی خالص یک بعدی با یک  این رابطت نشان

  باشد وابستت می

 

 یزمان یسازگسستهـ  ١ـ  2

 یسازگسستت  یمر بت بالا، برا  نیلورگالرکی   شبکتبدوندر روش  

 28حیدر حالت صر لوری  بسط  شودیاستااده م لور یاز بسط   یزمان

  است( 4رابطت )جملات  ا مشت  مر بت چهارم بت صورت  یبرا

(4) 

2 2 3 3
1

2 3

4 4
5

4

2 6

( )
24

n n n
n n

n

t t
t

t t t

t
O t

t

  
 



+     
= +  + +

  

 
+ + 



 

 نوشت: های زیر راعبارت (3طب  رابطت )  وانیمحال 

(5) 

2

2

3 2

3 2

4 3

4 3

nn

nn

nn

nn

U
t x

U
t t x

U
t t x

U
t t x

 

 

 

 

  
= −   

   
= −    

   
= −    

   
= −    

 

 یبت عنوان متدار  Uبا فرض  و    (4)  ی( در رابطت5روابط )  یگذاریبا جا

 یثابت، جملت 
t




 یبا جملت   وانمیرا  

x




 کردیرو جاب ا کرد  

 یجملت یگذاریجا
t




با جملت  

x




رابطت  یسیبازنو نطوریو هم 

 ی( بت جا3)
t




دارای   ا  مام جملات کندمی دایادامت پ یی ا جا 

 تی  در نهامشتتات زمانی  بدیل بت جملا ی با مشتتات مکانی شوند

  دیآی( بدست م6) یرابطت

 
28 Explicit 

(6) 

2 2
1 2

2

3 3 4 4
3 4

3 4

2

6 24

nn

n n

n n

t
t U U

x x

t t
U U

x x

 
 

 

+     
− = −  +       

      
− +   

    

 

دوم، سوم و چهارم   مر بت بالایجملات    شود،ی همانطور کت ملاحظت م

  مر بت اول اضافت شده است یبت معادلت 

 

 یمکان یسازگسستهـ  2ـ  2

 تابع شکل حداقل مربعات متحرکـ  ١ـ  2ـ 2

لازم است روابط  ابع شکل حدالل  یمکان یسازاز گسستت شیپ

 ی  براردیمربعات متحرک و  ابع وزن مورد استااده مورد بحث لرار گ

 :شودیدر نظر گرفتت م (7رابطت )، hu ابع م هول   ی تر

(7) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

pn

h T

i i

i

u x p x a x p x a x
=

=   

)رابطت  نیدر ا )Tp x و  تیبردار  وابع پا( )a x یبردار ضرا  

)  ی  بردار ضراباشدمی )a x نوشت (8رابطت )بت صورت   وانیرا م: 

(8) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2 3, , ,...,
p

T

na x a x a x a x a x=  

) تی عداد جملات بردار  وابع پا pn ،(7در رابطت ) )Tp x  است کت

  شودمیپاسکال نوشتت -امیخ یهایامعمولا با استااده از چند جملت

بت  یبعد کی یدر فضا pnاز مر بت  یاچندجملت تیبردار  وابع پا

 :باشدمی (9رابطت )صورت 

(9) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

 

0 1 2

2

, , ,...,

1, , , ,

p

p

T

n

n

p x p x p x p x p x

x x x

=

=

 

)  یمحاسبت بردار ضرا یبرا )a xنتیکم ریدار زوزن ی،  ابع خطا 

 :شودیم

(10) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

,
m

h

I I I

I

m
T

I I I

I

J W x x u x x u x

W x x p x a x u x

 = − − 

 = − − 
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بت عنوان  xبت عنوان مختصات گره مورد نظر،  Ixبالا  یدر رابطت

 یمتدار پارامتر گره Iuها،  عداد گره  mمختصات نتطت مورد نظر، 

)و  Ixدر گره  )IW x x− حال با لرار دادنباشدی ابع وزن م   

0
J

a


=


 :نوشت  وانیم 

(11) ( ) ( ) ( )A B Usx a x x=  

نتاط   یگره  یهااست کت شامل  مام پارامتر  یبردار  Usدر رابطت بالا،  

  باشدیدرون شعاع موثر م

(12)  1 2 3U , , ,...,
T

s mu u u u=  

) یهاس یما ر )A x  و( )B x  فی عر (31رابطت )بت صورت 

 :شوندمی

(13) ( ) ( ) ( ) ( )
1

A
m

T

I I I

I

x W x x p x p x
=

= −  

(14) 
( )  

( ) ( )

1 2 3B , , ,...,

,

m

I I I

x B B B B

B W x x p x

=

= −
 

)لازم بت ذکر است کت با  وجت بت اینکت  )Ip x  1یک بردارn  و

( )T

Ip x  1یک بردار n  ،است( )A x  یک ما ریسn n 

)(، 11معادلت )با حل  خواهد شد    )a x    بدست   (51رابطت )بت صورت

  آیدمی

(15) ( ) ( ) ( )1A B Usa x x x−=  

رابطت بت شکل   ی ابع  تر ،(7( در معادلت )15معادلت ) یگذاریبا جا

 :شودینوشتت م (16)

(16) 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1

1 1

1

A B

U

pnm
h

j IjI
I j

m
T

I I s

I

u x p x x x u

N x u N x

−

= =

=

=

= =





 

) در رابطبت ببالا، )jp x  مربوط ببت جملبتj  ام( )p x  اسببببت

( )IN x گره  ابع شببکل حدالل مربعات متحرک  I و بت  باشببدیم

 :شودیم فی عر (17رابطت )صورت 

(17) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

1

A B A B
pn

T

I j IjI
j

N x p x x x p− −

=

= =  

گره   m یبردار  وابع شکل حدالل مربعات متحرک برا  ی ر  نیبت ا

 :شودیم فی عر (18رابطت )بت صورت 

(18) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, , ,..., mN x N x N x N x N x=     

 ابع شکل حدالل مربعات متحرک  یاست بت طور کل انیلازم بت ب

  [21] کندنمیکرونکر را برآورده  یشرط دلتا

های  اثیر ک با شعاع  ابع شکل حدالل مربعات متحر 1شکل در 

0xی مختلف برای گره گره با فواصل  21رسم شده است   عداد  =

بت صورت   تیع پااببردار  اند و  + لرار گرفتت1 ا    -1در دامنت    1/0مکانی  

( )  1,Tp x x=  در نظر گرفتت شده است 

 
ی گره  یمختلف برا ری  اث یهاشکل حدالل مربعات متحرک با شعاع  ابع  -1شکل 

0x = 

 تابع وزنـ 2ـ  2ـ 2

موثر در  ابع شکل حدالل مربعات متحرک   ی ابع وزن پارامتر

) یهاسیدر ما ر  می ابع بت صورت مستت  نیاست  ا )A x   و( )B x   و

 یدارا دیو هموار بودن  ابع شکل نتش دارد   ابع وزن با وستتیدر پ

 :[21] باشد ویژگی چهار

)برای نتاط درون دامنت  اثیر، -1 )IW x x−  ر از صار  بزرگ 

 باشد 

)برای نتاط خارج از دامنت  اثیر، -2 )IW x x−  برابر با صار باشد 

با دور شدن از نتطت مورد نظر،  ابع بت شکل یکنواخت و هموار  -3

 کاهش یابد  

 خصوصا در مرزها هموار باشد  ی کافی،  ابع بت اندازه -4
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 نیاست، بت هم  ازیمر بت چهارم  ابع شکل ن  یوستگیپژوهش پ  نیدر ا

ی مشتتات مورد استااده لرار گرفتت است کت  مام  ییعلت  ابع وزن نما

صورت امکان حل معادلات مر بت بالا ممکن  نیاست؛ بدآن پیوستت 

 :است (19رابطت )بت صورت  یی  روابط  ابع وزن نماشودیم

(19) ( ) ( )
( )

2

0.3 1

0 1

d

I
e dW x x W d

d

−
 −  = 
 

 

 یبت عنوان پارامتر حت عنوان فاصلت نرمال شده،  dرابطت  نیدر ا

 :شودیم نیی ع (20رابطت )است کت بت صورت 

(20) I

w w

x x d
d

d d

−
= =  

  [21] نتطت مورد نظر است ریشعاع  اث انگریب wdدر رابطت بالا 

 ا  -1در دامنت  ختلفهای  اثیر م ابع وزن نمایی با شعاع  2شکل در 

 نشان داده شده است + 1

 
 مختلف  ری اث یهابا شعاع  یی ابع وزن نما -2شکل 

 نیگالرک یمکان یسازگسستهـ 3ـ  2ـ 2

 ی  ابتدا براشودیان ام م نیبا روش گالرک یمکان یسازگسستت 

 :نوشت  وانیم ریمتغ  ی تر

(21) 
1

1
n n

n n

b bN N   
+

+ = =   

 :نوشت (22رابطت )رت صوبت   وانی( را م6رابطت )

(22) 

2 2
1 2

2

3 3 4 4
3 4

3 4

2

0
6 24

nn

n n

n n

t
t U U

x x

t t
U U

x x

 
 

 

+     
− +  −       

      
+ − =   

    

 

شوند  صورت  یگذاری( جا22( در رابطت )21روابط ) ریمتاد دیحال با

 است: (23رابطت )دار بت شکل وزن ماندهیرابطت بال یکل

(23) ( ) 0aN R x dx =  

منبع در مسهلت  یجملت گونتچیکت ه وضعیتیدر  رابطت نیکت در ا

0Q) دوجود نداشتت باش =،)( )R x است  (42رابطت )با  برابر 

 
(24) 

( )

( )

( )

( )

( )

1

2
2

2

2

3
3

3

3

4
4

4

4

2

6

0
24

n n

b b

n
n

b

n
n

b

n
n

b

n
n

b

R x N N

N
t U

x

N
t

U
x

N
t

U
x

N
t

U
x

 









+

= −

 
 

+   
  

 
  

−  
  

 
  

+  
  

 
  

− = 
  

 








 

 (25رابطت )   وانیآن م  یسازمر  دار و  وزن  ماندهیبا حل انتگرال بال

 :نوشت را
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(25 ) 

( )

( )

( )

2
2

2

2

3
3

3

3

4
4

4

4

2

6

24

n

a b

n
n

n
b

a

n
n

b n

a

n
n

b n

a

n
n

b n

a

N N dx

N
t N U dx

x

N
t

N U dx
x

N
t

N U dx
x

N
t

N U dx
x















  =

   −   
    

     
+        

     
+        

     
−        









  

 :( نوشت26بت شکل رابطت )  وانی( را م25رابطت )

(26) 
( ) ( )

( ) ( )

2

3 4

2

6 24

n n n

u

n n

uu uuu

t
M t C K

t t
K K

  

 


  = − +

 
− +

 

 :برابر هستند با (27رابطت ) کت طب 

(27) 

2
2

2

3
3

3

4
4

4

a b

b
a

b
u a

b
uu a

b
uuu a

M N N dx

N
C N U d

x

N
K N U dx

x

N
K N U dx

x

N
K N U dx

x

=


=




=




=




=













 

 :شودیساده م (28رابطت )( بت شکل 26رابطت )

(28) 2 3 4

2 6 24

n

n

u uu uuu

M

t t t
tC K K K





  =

   
− + − + 

 

 

 انگریشده است، ب دهیآن خط کش ریز (28رابطت ) در کت یعبار 

گاتت شد،    رشیهمانطور کت پ  است   معادلت  بالایدلت  مر بت    تجملا

حل مسائل  ییاستاندارد با معادلات مر بت اول،  وانا گالرکینروش 

این نکتت نیز لابل   است داریناپا شتیو هم ردخالص را ندا ییجاب ا

 تیلابل ن،یمشخصت گالرک محدودیکت در روش اجزا  وجت است

های بالا ر )و بت طور کلی  ا مر بت  چهارم  یمعادلات  ا مر بت  ی وسعت 

نوشتت مر بت دوم  یکت  ا جملت استو  نها ممکن  ردوجود ندا از دو(

 لیاول  بد  یبت مر بتدرآمدن،    فیجملت پس از بت شکل ضع  نی  اشود

از  تااده  اما با اساستلابل حل  محدودیو با  ابع شکل اجزا ودشیم

  وانی مر بت بالا، م  نیلورگالرکی   شبکتبدون  یشده   روش  وسعت داده

با   داد شیرا افزا لیدلخواه نوشت و دلت  حل یجملات را  ا مر بت 

مر بت جملات    وانیمو نیاز بت دلت بالا ر،  مسهلت    یدگیچی وجت بت پ

 نیمشخصت گالرک محدودیدر روش اجزا  کاهش داد ای شیرا افزا بالا

 ر از عددی بسیار سریع  ابع شکل، محاسبات  ر بودنادهبت علت س

همچنین استااده از پذیرد  شبکت  یلورگالرکین صورت می روش بدون

لازم بت ذکر   افزاید های دلت بالا ر بت ح م محاسبات عددی میمر بت

های دو و ست بعدی نیاز است  وابع شکل بت همراه است برای حالت

ای بت فرآیند مشتتات آن دو و ست بعدی شوند کت بت طور لابل ملاحظت 

ی با این حال، پرداختن این هزینت  افزاینداسبات میزمان مح

نسبت بت  مسائل محاسبا ی موج  افزایش دلت در  حلیل عددی

 شود میروش مشخصت گالرکین 

 
 نتایج و بحثـ   3

و  نیلورگالرکیروش   یبالا یجملات مر بت ری اث یبررس یبرا

ابتدا مسهلت  ن،یگالرک یمشخصت محدودیآن با روش اجزا یست یمتا

مسهلت با  نی  ا[21] لرار گرفتت است لیمورد  حل یمرجع موج گوس

متااوت حل  ری اث یهادر شعاع  ،یداریپا یمختلف جملت یهامر بت

شبکت شده است؛  ا اثر جملات با مشت  مر بت بالا را در روش بدون

هر  یخطاها زیاول ن یمسهلت ینشان دهد  در انتها نیلورگالرکی 

مرجع  یشده، مسهلت یروش نشان داده شده است  مسهلت دوم بررس

 نیلورگالرکیشبکت  روش بدون جیاست  نتا کیچ کلاسلو یضربت

لرار  ستیمتا مورد نیمشخصت گالرک محدودیاجزا مر بت بالا و روش

  گرفتند
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 یمسئله موج گوسـ  ١ـ  3

در   ریاست کت متغ یموج گوس کیمسهلت اول مربوط بت حرکت 

 ییاست  از آن ا الیبلظت س یدهندهاسکالر و نشان  ریمتغ کیآن، 

بالا  یمر بت نیلورگالرکی  شبکتبدونروش  یکت هدف پژوهش بررس

با سرعت ثابت در   یحرکت موج در بعد افت  نیبعد است، بنابرا  کیدر  

بعد بت صورت  کیمسهلت در  نیحاکم ا دلت نظر گرفتت شده است  معا

 :است (29رابطت )

(29) 0U
t x

  
+ =

 
 

 یمرز  طیبرابر با واحد در نظر گرفتت شده است  شرا  Uرابطت،    نیدر ا

 :است (30رابطت )بت صورت  زیدر مرزها ن چلتیدر

(30) ( ), 0 , 0x t x = =  

)بت صورت در حالت اول دامنت مسهلت  نیهمچن )1, 1x = − و در  +

)حالت دوم مسهلت برای شرایط طولانی  )1, 10x = −  باشد یم +

 :برابر است با زین تیاول طیشرا

(31) ( )

2

22, 0

r

x t e 
−

= =  

0r  کت در رابطت بالا x x=  برابر  0x  و نتطت  x  نتطت  نیب  ی، فاصلت −

است کت اندازه موج   یمتدار ثابت   یضر نیهمچن  باشدیم -5/0

در نظر گرفتت شده است   025/0کت برابر با  کندیرا کنترل م یگوس

  یبا ش ی( کمتر باشد، موجلازم بت ذکر است هر چت متدار آلاا ) 

 ر آن سخت یعدد یسازتیو شب شودیم لی شک  لی ند ر در  حل

 2/1پس از گذشت مدت زمان در حالت اول  ل،ی حل یبرا  شودیم

مختلف   یهاروش  جینتا  ،ثانیت  10و در حالت دوم پس از گذشت    تیثان

ها آن یعدد لی حل یطاخ زانی ا م شوندیم ستیمتا  یبا متدار دل

استااده شده  2L یخطا، از نرم خطا یریگاندازه یمشخص شود  برا

  است

(32) ( )
2

2

1

N
exact numerical

i i

i

L  
=

= −  

 201شده کت شامل    می تس  نتیزمسلول پس  200بت    یمحاسبا دامنت  

 نیاست  درون هر کدام از ا 01/0 برابر x یهاگره با فاصلت 

گوس استااده شده است   ینتطت 10از  نت،یزمپس یهاسلول

 
29 Fromm 

نظر گرفتت شده در  تیثان 050/0( برابر با t) یگام زمان نیهمچن

 ر از نتایج، نسبت عدد کورانت هر مسهلت برای برداشت جامع است 

 نیمشخصت گالرک محدودیااجز روش جیامت نتادر اد بیان شده است 

، سوم و چهارم در حالت مر بت دوم نیلورگالرکیشبکت  و روش بدون

داده   شینما  تیاز حالت اول  تیثان  2/1پس از گذشت    025/0آلاا برابر با  

 زانیو م شودیم لیمتااوت  حل ری  هر مرحلت با ست شعاع  اثشودیم

با همچنین نتایج این روش     مشخص شده است  ریهر شعاع  اث  یخطا

شده متایست  30و روش پیشرو در زمان و پسرو در مکان 29روش فرام

  است

 لیمورد  حل نیمشخصت گالرک محدودیاجزا جیابتدا نتا ،یبررس یبرا

 3شکل  تیاول طیبا اعمال شرا ییلرار گرفتت است  در حالت ابتدا

 .حاصل شده است

 
 وسی گدر مسهلت حرکت موج   تیاول طیشرا -3شکل 

محدود(، های معمول مانند روش گالرکین استاندارد )اجزایدر روش

نتایج پس از گذشت چند گام زمانی نوسانی شده و در نهایت ناپایدار 

نتی ت روش گالرکین استاندارد پس از گذشت  4شکل گردند  در می

 ثانیت مشخص شده است  2/0 نها 

30 FTBS ) Forward Time Backward Space ( 
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پس از   25/0با کورانت   نیگالرکنتی ت جواب روش گالرکین استاندارد  -4شکل 

 ی وسگدر مسهلت حرکت موج  تیثان  0/ 2گذشت 

پس از  مشخصت گالرکین محدودیاجزاروش جواب  ی تینتدر ادامت 

   آمده است 5شکل در  تیثان 2/1گذشت 

 
  25/0با کورانت  نی مشخصت گالرک  محدودیو اجزا   یجواب دل ستیمتا -5شکل 

 ی وسگمسهلت حرکت موج  در  تیثان 1/ 2پس از گذشت 

 یبر اساس رابطت نیمشخصت گالرک محدودیروش اجزا یمتدار خطا

مشاهده کرد   وانی  با  وجت بت شکل مباشدیم 532/0(، برابر با 32)

 یادیبا گذشت زمان متدار ز  نیمشخصت گالرک  محدودیکت روش اجزا

نوسان بعد  یبت بلظت حداکثر و متدار دنیلبل از رس یهموارشدگ

؛ اما با این وجود اردموج با دلت بالا را ند  یسازتیاز آن دارد و  وان شب

اضافت کردن جملت مر بت دوم بت معادلات سب  پایداری نتایج برای 

روش گالرکین  این مسهلت شده است و بهبود لابل  وجهی نس  بت

شبکت ز روش بدونبا استااده ا  در ادامت شوداهده میاستاندارد مش

 جملات یمر بت شیمرحلت بت مرحلت با افزا یلورگالرکین مر بت بالا، 

 کند می رییچگونت  غ جیکت نتا شودیم یدر معادلت، بررس

مر بت دوم با  نیلورگالرکی  شبکتبدونروش  یبرا یخروج ریمتاد

متدار شعاع  نیمعمولا ا  آمده است 6 شکلدو برابر در  ریشعاع  اث

طب    ربت  .[16] کندحاصل میمسائل  یبرا یخوب جینتا ر،ی اث

 ر در بت علت درگیر کردن نتاط دور های  اثیر بزرگاستااده از شعاع 

شود؛ با این حال این موضوع سب  کاهش دلت نتایج می محاسبات،

همچنین   بستگی دارد   استااده شدهو دلت مر بت    مسهلتپیچیدگی  بت  

شدن ما ریس  ضعک باعث بد وهای  اثیر بسیار کوچاده از شعاع استا

A ناپذیر وارون حتی در شرایطیده و خطای وارون آن زیاد و ش

  گردد می

 
  مر بت دوم نیلورگالرک یو روش بدون شبکت    یجواب دل ج ینتا ستی: متا6شکل 

 ( 5/0)کورانت  برابردو  یبت فاصلت گره ریو نسبت شعاع  اث تیثان 2 1در زمان 

حالت مر بت دوم در حالت  یجدول خطا 6 شکل یبا بررسهمچنین 

 ( 1جدول دو برابر آمده است ) ریشعاع  اث
 

در حالت آلاا   مر بت دوم  نی لورگالرکی  شبکتبدون روش  یخطا ری متاد :1جدول  
 025/0برابر 

 مقدار شعاع تاثیر  مقدار خطا

 ها دو برابر فاصلت گره  503837079/0

 

 فیاز فرم ضع نیمشخصت گالرک محدودیکت روش اجزا ییاز آن ا

کت لازم  رودیانتظار م نیبنابرا کند،یمعادلات مر بت دوم استااده م

 ریپارامتر شعاع  اث  ن،یلورگالرکیشبکت  است کت در روش بدون  انیبت ب

بت   رپارامتر من نیا حیاست و عدم انتخاب صح تیمورد اهم اریبس

شبکت روش بدون ی تینت دیلذا با  شودینامناس  م جینتا

 دو برابر ن ایمناس  )در ا ریمر بت دوم در شعاع  اث نیلورگالرکی 

  شود ستیمتا نیمشخصت گالرک محدودی( با روش اجزایفاصلت گره

مر بت سوم با ست شعاع  نیلورگالرکی  شبکتبدونروش  یبرا جینتا

 یجدول خطا 7 شکل یبا بررسآمده است   7 شکلمختلف در  ری اث
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 ریدر ست حالت شعاع  اث  یحالت مر بت سوم نسبت بت جواب دل

 ( 2جدول متااوت آمده است )

 
با  مر بت سوم   نیلورگالرکی شبکت و روش بدون   یجواب دل ج ینتا ستی: متا7شکل 

: )الف( دو  یبت فاصلت گره ریو نسبت شعاع  اث تیثان 2 1در زمان  5/0کورانت 
 برابر؛ )ب( ست برابر؛ )ج( چهار برابر 

 

مر بت سوم در حالت آلاا   نی لورگالرکیشبکت  روش بدون  یخطا ری متاد :2جدول  
 ر یمختلف شعاع  اث  ری در متاد 025/0برابر 

 مقدار شعاع تاثیر  مقدار خطا 

 هاگره دو برابر فاصلت  495221666/9

 هابرابر فاصلت گره  ست 0/ 234163197

 ها برابر فاصلت گره  چهار 0/ 204655211

 

با افزایش جملات پایداری مر بت سوم،  اثیر  کت دهدینشان م جینتا

لابل  زانیدلت بت م جملات جاب ایی بر معادلت کاهش پیدا کرده و

اما همچنان  ؛است افتتی شینسبت بت حالت مر بت دوم افزا ی وجه

موج در  یکت للت یبت طور ،شودیمشاهده م یهموارشدگ یمتدار

 نیا نیاست  همچن بالا ر از حالت مر بت سوم یاندک  یحالت دل

کت در شعاع  مموضوع لابل مشاهده است کت برخلاف حالت مر بت دو

حالت  در داد،ینشان م یمناسب جینتا یگره یدو برابر فاصلت  ری اث

مناس   جینتا یارائت یبرا ی ربزرگ ریبت شعاع  اث ازیمر بت سوم ن

بیشتری برای  حلیل ؛ زیرا با افزایش دلت مر بت، نیاز بت نتاط  باشدیم

 باشد می

شعاع  دومر بت چهارم با  نیلورگالرکی  شبکتبدونروش  یبرا جینتا

 یجدول خطا  8  شکل  یبا بررس   است  8  شکلمختلف بت صورت    ری اث

 ریدر ست حالت شعاع  اث  یحالت مر بت چهارم نسبت بت جواب دل

ذکر است کت نتایج لابل  نیز این نکتت ( 3جدول متااوت آمده است )

 نشان دادهسازی،  ، بت علت ناپایدار شدن شبیتبرابری  شعاع  اثیر دودر  

؛ زیرا برای محاسبت  ابع مر بت چهارم بت  عداد نتاط نشده است

 شود های  اثیر پایین  امین نمیکت در شعاع  بیشتری احتیاج است
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مر بت چهارم   نیلورگالرکی شبکت و روش بدون   یجواب دل ج ینتا ستی: متا8شکل 

: )الف( ست یبت فاصلت گره ری و نسبت شعاع  اث تیثان  2 1مان در ز 5/0با کورانت  
   برابر؛ )ب( چهار برابر

 
مر بت چهارم در حالت آلاا  نی لورگالرکیشبکت  روش بدون  یخطا ری متاد :3جدول  

 ر یمختلف شعاع  اث  ری در متاد 025/0برابر 

 مقدار شعاع تاثیر  مقدار خطا 

 هادو برابر فاصلت گره  -

 هابرابر فاصلت گره  ست 0/ 114719090

 ها برابر فاصلت گره  چهار 0/ 125424365

 

دلت بت  نی  اشودیدر حالت مر بت چهارم مشاهده م جینتا نی ر یدل

رخ نداده است و  جیدر نتا یاست کت هموارشدگ افتتی شیافزا یزانیم

در نهایت است    یدل جیمنطب  بر نتا یادینسبتا ز زانیجواب بت م

متدار خطای بدست آمده از نتایج روش بدون شبکت  یلور گالرکین 

 آمده است  4دول جمر بت بالا، بت صورت خلاصت در 

 

 ر ی مختلف شعاع  اث  ریدر متاددلت مر بت دوم، سوم و چهارم  نیلورگالرک ی  شبکتبدون روش  یخطا ریمتاد -4جدول  

 شبکه تیلورگالرکین مرتبه روش بدون 
 025/0در آلفا برابر با   مقدار خطا

 ی فاصله گره شعاع تاثیر چهار برابر  ی فاصله گره شعاع تاثیر سه برابر  ی گره  فاصلهشعاع تاثیر دو برابر 

 - - 2/ 503837079 مرتبه دوم 

 0/ 204655211 0/ 234163197 495221666/9 مرتبه سوم 

 0/ 125424365 0/ 114719090 - مرتبه چهارم 

 

 شبکتبدونمشخص است، روش  4جدول همانطور کت در 

، مورد نیاز  ریشعاع  اث  حدالل  مر بت چهارم با انتخاب  در  نیلورگالرکی 

ارائت   رهای پاییناز سایر مر بت  ی ر  یبت نسبت دل یهاجواب

دلت، متدار  یهر مر بت یبرا نتیبه ریشعاع  اث افتنی ی  برادهدیم

ها محاسبت دو  ا چهار برابر فاصلت گره  یاز بازه ریهر شعاع  اث یخطا

  لازم بت ذکر است باشدیخطا م ریمربوط بت متاد 9 شکلشده است  

 کیبهبود  اک  یو برا امدهین ریدر شکل ز لی حل داریناپا جیکت نتا

 استااده شده است  یتمیاس لگاریخطاها، از مت
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مر بت بالا در    نیلورگالرکیشبکت  روش بدون  یتمیلگار یخطا ریمتاد :9شکل 

 مختلف   یبت فاصلت گره ری اث  یهانسبت شعاع 

شبکت بت علت استااده بدون  هایشود کت روش انیب دیبا نیز نکتت نیا

 یبرا یشتریبت زمان ب ازیاز  ابع شکل حدالل مربعات متحرک، ن

 نتیهز نید  اندار محدوداجزایمحاسبات نسبت بت  ابع شکل 

در   یبالا ر یکت از جملات مر بت  شودیمحسوس م  یزمان  یمحاسبا 

 ابع شکل  یلازم است علاوه بر محاسبت رایشود؛ ز دهمعادلات استاا

( استااده شود  لذا 28طب  رابطت ) زیدر هر نتطت، مشتتات آن ن

دارند،  محاسبات بالایی یدگیچیکت پ یمسائل یبرا شودیم شنهادیپ

  شود استاادهبالا  یاز جملات مر بت

با روش   نتایج حاصل شده لبلیدر انتهای  حلیل مسهلت در حالت اول،  

گره و در گام  201با و روش پیشرو در زمان و پسرو در مکان  فرام

 آورده شده است  10شکل در  (5/0)کورانت  ثانیت 005/0زمانی 

 
متایست نتایج روش بدون شبکت  یلورگالرکین مر بت بالا با روش فرام و  -10شکل 

 در مسهلت با دامنت کوچک  5/0با کورانت  روش پیشرو در زمان و پسرو در مکان

 وان نتی ت گرفت کت در کورانت برابر، روش می 10شکل با مشاهده 

شبکت  یلورگالرکین مر بت بالا نتایج بهتری نسبت بت دو روش بدون

 و ذکر این نکتت نیز ضروری است کت روش فرامدهد  البتت دیگر می

لت سادگی در بت ع در زمان و پسرو در مکان شرویروش پ

شبکت  یلورگالرکین مر بت سازی مکانی نسبت بت روش بدونگسستت 

بت   دننکمی  ر  حلیلمسائل را سریعای بالا بت طور لبل ملاحظت

عنوان مثال در مسهلت حل شده، هر گام زمانی در  حلیل عددی با 

ثانیت  1406/0روش بدون شبکت  یلورگالرکین مر بت چهارم برابر با 

ثانیت  0003/0در حالی کت هر گام زمانی در روش فرام  نها  باشد؛می

های شک از روشیروش با درجت دلت بالا ب رییبکارگ  بردزمان می

در زمان و پسرو در  شرویپ فرام و روش روش  ر مانندعددی ساده

گذارد چت یم اریروش در اخت نیا کتی اما دلت ؛بر ر استزمان مکان

 ر بدست های عددی سادهبرابر کردن شبکت در روش نیبسا با چند

کاهش ابعاد ی ممکن است حت ییدر کاربردها کت هر چند ؛دیآینم

  نباشد یشبکت عمل

در حالت دوم  حلیل مسهلت موج گوسی، دامنت محاسبا ی افزایش 

 ثانیت برای مر بت  10پس از گذشت    شده  نتایج حاصلپیدا کرده است   

چهارم و مر بت  12 شکلدر  سوم دلت، مر بت 11 شکلدر  دلت دوم

 1100بت    یدامنت محاسبا در این حالت    آمده است   13  شکلدر    دلت

 xی  هاگره با فاصلت  0111شده کت شامل    می تس  نتیزمسلول پس

باشد )کورانت می 005/0مانند لبل گام زمانی  و بت است 01/0 برابر

5/0 ) 

 
مر بت   نیلورگالرکی و روش بدون شبکت    یجواب دل ج ینتا ستیمتا -11شکل 

 دو برابر  یبت فاصلت گره ریو نسبت شعاع  اث تیثان 10در زمان  5/0با کورانت  مدو
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مر بت   نیلورگالرکی و روش بدون شبکت    یجواب دل ج ینتا ستیمتا -12شکل 

 ست یبت فاصلت گره ریو نسبت شعاع  اث  تیثان 10در زمان   0/ 5با کورانت وم س
 برابر 

 
مر بت   نیلورگالرکی و روش بدون شبکت    یجواب دل ج ینتا ستیمتا -13شکل 

  چهار یبت فاصلت گره ریو نسبت شعاع  اث  تیثان 10در زمان   0/ 5با کورانت  سوم
 برابر 

ثانیت  10 وان مشاهده کرد کت با گذشت زمان با متایست نتایج می

ج لابل شبکت  یلورگالرکین مر بت چهارم نتایهمچنان روش بدون

 دهد می هاروشت بالی نسبت ب  ریلبول

ها دو  ا چهار برابر فاصلت گره  یاز بازه ریهر شعاع  اث یمتدار خطا

لازم بت   باشدیخطا م ریمربوط بت متاد 14 شکل محاسبت شده است 

بهبود  یو برا امدهین ریدر شکل ز لی حل داریناپا جیذکر است کت نتا

 استااده شده است  یتمیاس لگاریخطاها، از مت کی اک 

 
مر بت بالا در  نیلورگالرک یشبکت  روش بدون  یتمیلگار یخطا ریمتاد -14 شکل

  ربا دامنت بزرگ  یمختلف در مسهلت گوس  یبت فاصلت گره ری اث  یهانسبت شعاع 

 وان مشاهده کرد با افزایش دلت مر بت، می 14 شکلبا  وجت بت 

 وان نوسانات می ؛ اما همچنانشده کمتر خواهد شد خطای حاصل 

   ف مشاهده کردلهای  اثیر مختخطا را در شعاع 

در انتهای  حلیل مسهلت در حالت دوم، نتایج حاصل شده لبلی با 

گره و در   1101روش فرام و روش پیشرو در زمان و پسرو در مکان با 

 آورده شده است  15 شکل( در 5/0ثانیت )کورانت  005/0گام زمانی 

 
مر بت بالا با روش فرام و  نیلورگالرکی روش بدون شبکت   ج ینتا ستیمتا -15شکل 

 بزرگ در مسهلت با دامنت  5/0در زمان و پسرو در مکان با کورانت  شرویروش پ

با   یعدد لیدر  حل یبت عنوان مثال هر گام زماندر این مسهلت نیز 

 تیثان 7187/0مر بت چهارم برابر با  نیلورگالرکیروش بدون شبکت  

 تیثان 0014/0در روش فرام  نها  یکت هر گام زمان یدر حال باشد؛یم

 وان نتی ت گرفت کت بت می 15شکل  با متایست نتایج  بردیزمان م

شبکت برای روش بدون ازای صرف هزینت محاسبا ی بیشتر

 آید می ری بدست نتایج مطلوب  یلورگالرکین مر بت بالا،
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 (:کیمسئله دوم )ضربه قوچ کلاسـ  ١ـ  3

است کت  یبعد کیخالص  ییمسهلت جاب ا کی زیلوچ ن مسهلت ضربت 

شامل سرعت و فشار است   یبردار ریمتغ کیدر آن،   ریمتغ

 دیآیسرعت در لولت بت وجود م یناگهان رییضربت لوچ از  غ یده یپد

فشار در لولت   یکاهش ناگهان ای شیعلت، سب  افزا نیهمبت کت 

 تیاز آن جهت حائز اهم وچل یضربت یمسهلت ی  حل عددشودیم

سرعت در لولت،  راتییبودن  غ یاو لحظت یاست کت بت علت ناگهان

کت سب  بت وجود آمدن   باشدیم  عیسر  اریبس  زیهد در لولت ن  راتیی غ

 یسازتیبت وجود آمده، شب  یوستگیناپ  نی  اشودیدر هد م  ناپیوستگی

  کندیروبرو م یرا با دشوار یعدد

 یریبدون در نظرگ کیمعادلت حاکم مسهلت ضربت لوچ کلاس ریمتغ

 است  (34( و )33رابطت )اصطکاک بت صورت 

(33) 0
V H

g
t x

 
+ =

 
 

(34) 2
0

f

V g H

x c t

 
+ =

 
 

سرعت  fc  ال،یهد س H ال،یسرعت س انگریب Vروابط   این کت در

مسهلت  نیاست  معادلت حاکم ا نیزم یشتاب گرانش gو  الیموج س

 نوشت: (35رابطت )بت صورت   وانیرا م

(35) U 0
t x

 
+ =

 
 

V رابطت، نیکت در ا

H

 
 =  

 
2 و 

0

U
0

f

g

c

g

 
 

=  
  

 است  

پژوهش، مسهلت مرجع دلات  نیدر ا یمورد بررس دوم یمسهلت

   [22] آمده است 5جدول ( کت مشخصات آن در 16 شکل) باشدیم

 

 
 دلات  اریمسهلت مع ری ش-لولت-مخزن ستمی: س16شکل 

 
 مرجع دلات   کیمشخصات مسهلت ضربت لوچ کلاس :5جدول  

 مقادیر  مشخصات مسئله 

 20 طول لولت )متر( 

 813 متر( ی لی لولت )م یلطر خارج

 8 متر( ی ل یجداره لولت )مضخامت 

 210 مدول یانگ )گیگا پاسکال( 

 1/2 مدول بالک )گیگا پاسکال( 

 1 سرعت سیال )متر بر ثانیت( 

 1000 بر متر مکع (  لوگرمی)ک  الیس یچگال

 3/0 پواسون   یضر

 

)دامنت مسهلت بت صورت  )0, 20x =  چلتیدر یمرز طیاست  شرا +

 است: (36رابطت )بت صورت  زیدر مرزها ن

(36) ( ) ( )20, 0 0, 0V t H t x= =   

 برابر است با: زین تیاول طیشرا نیهمچن

(37) ( ) ( ), 0 1.0 , 0 0.0V x t H x t= = = =  

شود کت محاسبت می  کور وگ-هلمهولتزطب  رابطت    سیال  سرعت موج

 باشد:می (38) رابطتبت صورت 

(38) 
1

HK

f

K
a

DK

eE


=
 

+ 
 

 

 e لطر لولت، D چگالی سیال، fمدول بالک،  Kدر این رابطت 

طب  سیال سرعت موج  مدول یانگ است  Eضخامت جداره لولت و 

 باشد می 1025 برابر با( 38)رابطت 

شبکت و روش بدون  نیمشخصت گالرک  محدودیمسهلت با دو روش اجزا

 یچهارم حل شده است  دامنت محاسبا  سوم و مر بت نیلورگالرکی 

 یهاگره با فاصلت   201شده کت شامل    می تس  نتیزمسلول پس  200بت  

x  از  نت،یزمپس  یهاسلول نیاست  درون هر کدام از ا 1/0برابر

 در حالت اول  ین گام زمانیاستااده شده است  همچن  گوس  ینتطت  5

و در حالت دوم برابر با  (5/0)کورانت  تیثان 00005/0برابر با 
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) ،(75/0ثانیت )کورانت  000075/0 )  1,Tp x x= ریشعاع  اث و 

مسهلت   جیها در نظر گرفتت شده است  نتاگره   یفاصلت  برابر  2/2برابر با  

 یزمان خچتی ار متدار نیشده است  همچن لی حل تیثان 2/0 ا زمان 

آمده  17 شکلدر  هابا استااده از روش مشخصت ریش تیهد در ناح

  است 

 
 ک ی ضربت لوچ کلاس یبرا ریش تیهد در ناح یزمان خچتی: متدار  ار17شکل 

 شکلدر  نیمشخصت گالرک محدودیبدست آمده با روش اجزا جینتا

 یخچتیمربوط بت  ار الف-18 شکلنشان داده شده است کت  18

مکان در زمان -مربوط بت هد ب-18 شکلو  ریش تیهد در ناح یزمان

  است  تیثان 1/0

 

محدود  یبا روش اجزا کیمسهلت ضربت لوچ کلاس یعدد لی حل  ج ی: نتا18شکل 

)ب(   ر؛یش تیهد در ناح یزمان خچتی: )الف(  ار( 5/0)با کورانت  نی گالرکمشخصت 
 تیثان  0/ 1مکان در زمان - هد

 نیمشخصت گالرک محدودیمتدار نوسانات حاصل شده در روش اجزا

 یدلت، جملات مر بت  شیافزا  یبرا  نیلابل ملاحظت است  بنابرا  اریبس

مسهلت با روش  نیا حالت اول   با حلشودی بالا ر بت معادلت اضافت م

اصل شده ح 19 شکل جیمر بت سوم، نتا نیلورگالرکیشبکت  بدون

و  ریش تیهد در ناح یزمان یخچتیمربوط بت  ار الف-19 شکلاست  

 است  تیثان 1/0مکان در زمان -مربوط بت هد ب-19 شکل
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شبکت با روش بدون  کیمسهلت ضربت لوچ کلاس یعدد لی حل  ج ی: نتا19شکل 

  تیهد در ناح  یزمان خچتیار: )الف(  (0/ 5)با کورانت  سوممر بت   نیلورگالرکی 
 ت یثان 0/ 1مکان در زمان - )ب( هد ر؛یش

مشخصت  محدودیحاصل شده نسبت بت روش اجزا جینتا ستیبا متا

با  یو حل عدد افتتیمشاهده کرد نوسانات کاهش   وانیم نیگالرک

وجود دارد  ا  لیپتانس نیاما همچنان ا شود؛یان ام م یشتریدلت ب

مسهلت   حالت اول  نیبرسند  بنابرا  ی رمناس   یداریبت دلت و پا  جینتا

آن   جیحل شده کت نتا  ممر بت چهار  نیلورگالرکیشبکت  با روش بدون

 یزمان یخچتیمربوط بت  ار الف-20 شکل  آمده است 20 شکلدر 

 1/0مکان در زمان -مربوط بت هد ب-20 شکلو  ریش تیهد در ناح

 اریبدست آمده در حالت مر بت چهارم، نوسانات بس  ریمتاد  است   تیثان

 یدگیچیو با  وجت بت پ دهدیها نشان مروش  ینسبت بت بال یاندک

چهارم   یمر بت  یداریجملات پا  ری اث   وانی، مناپیوستگی  یسازتیشب

  مشاهده کرد جیرا در نتا

 
شبکت با روش بدون  کیمسهلت ضربت لوچ کلاس یعدد لی حل  ج ی: نتا20شکل 

 تیهد در ناح یزمان خچتی: )الف(  ار(0/ 5)با کورانت   چهارممر بت   نیلورگالرکی 
 ت یثان 0/ 1مکان در زمان - )ب( هد ر؛یش

مر بت  نیلورگالرکیشبکت  مسهلت با روش بدون نیا حالت دوم با حل

مربوط بت  الف-21 شکلاصل شده است   21 شکل جیتا، نچهارم

- مربوط بت هد ب-21 شکلو  ریش تیهد در ناح یزمان یخچتی ار

شایان ذکر است در این کورانت روش  است  تیثان 1/0مکان در زمان 

شبکت  یلورگالرکین مر بت سوم نتایج ناپایداری از خود نشان بدون

 دهد می
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شبکت با روش بدون  کیمسهلت ضربت لوچ کلاس یعدد لی حل ج ینتا -21شکل 

  تیهد در ناح  یزمان چتخی(: )الف(  ار75/0مر بت چهارم )با کورانت    نیلورگالرکی 
 ت یثان 0/ 1مکان در زمان - )ب( هد ر؛یش

 

 گیرینتیجه  ـ 4
حل  یمر بت بالا برا نیلورگالرکی  شبکتبدونپژوهش روش  نیدر ا

از  یریگروش با بهره نی  در ادیخالص ارائت گرد ییمسائل جاب ا

آن،  یزمان یسازو گسستت  لوریجملات مشت  مر بت بالا در بسط  

 شیافزا یسازتیو دلت شب لی حل یداریامکان بت وجود آمد  ا پا نیا

کت استااده از گالرکین استاندارد  روش تیود  بر خلاف محدابدی

روش با  نیمر بت دو ممکن است، اجملات مر بت بالا حداکثر  ا 

 ،ییاز  ابع شکل حدالل مربعات متحرک و  ابع وزن نما یریگبهره

بالا را در معادلت متدور  یامکان استااده از جملات با مشت  مر بت

 ،روش ارائت شده ی وانمند یبررس یدو مسهلت مرجع برا  سازدیم

حاصل شده،  یهای   با  وجت بت خروجت استلرار گرفت یمورد بررس

شبکت روش بدون یمر بت شیکت با هر مرحلت افزا دیملاحظت گرد

کاهش  یلابل  وجه زانیبت وجود آمده بت م یخطاها ن،یلورگالرکی 

را ممکن  تیلابل نی ابع شکل حدالل مربعات متحرک ا .است افتتی

را  لیساخت  ا بتوان از جملات مر بت بالا استااده کرد و دلت  حل

 ابع نسبت بت  ابع شکل  نیا یدگیچیداد؛ هرچند پ شیافزا

  ریمحاسبت آن طولان انباعث شده است کت مدت زم محدوداجزای

بت محاسبات مشتتات مر بت  ازیمر بت معادلت، ن شیافزا عتایشود  طب

 یعدد لیشدن زمان  حل  ری ابع شکل دارد و باعث طولان یبالا

 نیلورگالرکیشبکت  کرد کت روش بدون  انیب   وانی  در انتها مشودیم

 باشدیمخالص  ییحل مسائل جاب ا یبرا یمر بت بالا، روش مناسب

 استااده کرد  یجملات مرا   بالا ر  وانیمسهلت م ازیکت بستت بت ن

 وان با بازنویسی روابط برای همچنین برای مسائل دو بعدی نیز می

  ری را حل کرد حالت دو بعدی، مسائل پیچیده
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