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Abstract:  

Horizontally curved beams (HCBs) not only are capable to meet some architectural and aesthetic requirements, 

but can also offer structural advantages in many engineering applications. Due to inherent complexities existing in 

the treatment of the problems dealing with dynamic actions on HCBs, the dynamic behavior of such salient elements 

is not essentially well understood. Therefore, in order to address the identified gap concerning the motion type effects 

of a moving mass on the dynamics of HCBs, the current study deals with assessing how the accelerating/decelerating 

conditions do contribute to the out-of-plane response of HCBs under the excitation of a moving mass. In this regard, 

the governing dynamic equations are developed by taking care of the centripetal force, Coriolis acceleration, and 

inertial actions of the moving mass. Employing the method of separation of variables, and exercising sinusoidal modal 

functions, the discretized system of differential equations in the matrix form are distilled and solved through 

application of standard numerical procedures. Spectral responses in terms of the out-of-plane displacement and 

bending moment are then obtained for various influential parameters. The veracity of the results is also validated 

against the available data addressed in the technical literature. Through a comprehensive parametric study, the effect 

of the key parameters, including the central subtended angle and length of the HCB, as well as the mass, initial 

velocity, and increasing/decreasing acceleration of the moving mass is evaluated on the out-of-plane displacement 

and bending moment of the supporting HCB. The results of this study suggest that in the accelerating mode, the out-

of-plane displacement and bending moment spectra are magnified up to 18.11 and 27.53 percent in comparison with 

the spectral values corresponding to the constant-velocity mode. On the other hand, in the decelerating condition, the 

out-of-plane displacement and bending moment spectra are respectively alleviated up to 41.59 and 42.05 percent.    
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 تاریخچه تحقیقات  مقدمه و  ـ 1
و   یبصاار  یهاییبایدر صاافحه افق عهوه بر ز دهیخم  یهاالمان

حهن عمران و راه  یدر مهندساا یاگسااترده  هایکاربرد  ،[1] یمعمار

هاا،  ، جاادهونقا  ریلیحما باه خطو     توانینموناه م  یدارناد کاه برا

اشااره    هایدر شاهرباز  ییهوا یهانرَو ساازه تِ یگرانشا  یها، قطارهاپ 

 ر، یاخ  یهاادر سااااد  نیمحقق  وجاهت  از موضاااوعاات مورد  یکیکرد.  

  ی تحت بارها ایی سااازههاالمان نیا  یکینامیپاسااخ د قیدق  ارزیابی

  اریبسا منیطرح ا  کیبه   یابیدسات  دگاهیمتحرک بوده اسات که از د

 .باشدیم تیحائز اهم

اثر باار و جرم   یانجاام شاااده بر رو  هاایپژوهشکنون اکثر  تاا

ها  حات و کاب صاف م،یمساتق یرهایتدینامیکی  رفتار  یمتحرک بر رو

مطالعات اشاااره و مرور  نیا  نیتربرجسااته  [2,3]بوده که در مراجع 

  دهیخم یهاالمان یمطالعات انجام شاده بر رو  ن،یند. با وجود ااشاده

از  یدر صافحه افق به مراتب محدودتر بوده اسات که در ادامه به برخ

 ن یا شااتری.  زم به ذکر اساات در بشااودیها اشاااره محن  نیترمهم

 ی روین  کیجسااام متحرک به صاااورت  ناشااای از  کاتیمراجع، تحر

مربو  به جرم جسااام و   ینرسااایشاااده و اثر ا  یمتحرک مدلسااااز

در نظر  دهیخم  هایریت  یکینامیدر پاسااخ دحن  یانتقال  یهاشااتاف

 .[4,5] گرفته نشده است

 ی ابساتهتحلیلی ح    [6] 2و کالوِر 1انویساتی، کر1969سااد   در

در افق با   دهیتک دهانه خم  یهاپ   یکینامیمحاسابه پاساخ د  یرا برا

متحرک ارائه کردند. با اسااتفاده از  یرویساااده تحت ن  یهاگاههیتک

با در نظر گرفتن اثر  [7]  4و شاااور 3یوریدوچا ،یرو  شاااتاف خط

در افق را باه   دهیامخ  یرهاایت  یکیناامیمقطع، رفتاار د  5یدگیاتااب

مورد مطالعه قرار دادند.    یبار متحرک به صااورت عدد  کی کاتیتحر

ناشاای   کیدر افق تحت تحر دهیحهن خمراه   یر کی  یداریپا  یتحل

 
1 Christiano 
2 Culver 

3 Chaudhuri 
4 Shore 

5 Warping 
6 Nair 

7 Galdos 
8 Huang 

9 Howsan 

قرار   یابیامورد ارز  [8]و همکااران    6ریباار متحرک توسااا  ناا  کیااز  

  بی محاساابه ضاار یرا برا یروشاا  [9] و همکاران  7گرفت. گالدوس

 ک تاأثیر یادر افق تحات    دهیاخم  یاباهجع  یهااپا   یکیناامیضااارباه د

سااارعات فااصااالاه ثاابات از یکادیگر کاه باا  متحرک باا    یرویجفات ن

 ارائه نمودند.  کنند،  یکنواخت روی سطح فوقانی تیر حرکت می

در افق   دهیاخم  یاجعباه  یهاارفتاار پا   [10]و همکااران   8هوانا 

در رواب  تعاادد    یدگیاتااب  یهاارشاااکا ییرا باا منظور کردن اثر تر

قرار دادند. با اسااتفاده از رو   یمورد بررسااحاکم بر حن   یکینامید

 1999در سااااد    [11]  10و جماا   9هوساااان  ،یکیناامید  یسااا ت

در صفحه افق   دهیخم  یموشکنویت یرهایارتعا  حزاد ت  یهافرکانس

با منظور    [12]و همکاران  11ن یَ، 2001را محاسابه کردند. در سااد  

 ی برا یبیرابطه تقر کیموفق شاادند    ،دینامیکیمود   کیکردن تنها  

  ی ناشا  کیدر صافحه افق در اثر تحر دهیخم  یرهایت  ییجابجا نییتع

پااساااخ    [13]و همکااران    12یکنناد. ل  شااانهاادیمتحرک پ   یرویاز ن

ر ورا با منظ  کیبر بساااتر ا سااات  یمتک یرویدا ریت کیارتعا  حزاد 

و  13ینسااکیبدساات حوردند. زبو  یبرشاا یهارشااک ییتر  اتکردن اثر

 ر یمسااا  یروبر  قطاار را    یهااواگن  یرخطیغ   یداریاپاا  [14]  14دوزا

  دادیامطاالعاه کردناد و امکاان رو  یفیدر افق باه صاااورت ک  دهیاخم

 نمودند.   یرا بررس  15هاپف  یدوشاخگ

  حا راه   کیاباا ارائاه     2015در سااااد    [15]  17و انا   16یدا

 روی   دهیاخم  یرهاایخاارج از صااافحاه ت  یکیناامید  عملکرد  ،یلتحلی

 مبتنی بر متمرکز متحدالفاصله و   نیروهای اثر تحترا    18نلکریبستر و

 اران ، عبادوس و همکا2020. در سااااد  کردناد  یابیاارز  یتوابع مثلثاات

جرم متحرک، موفق   یشاتاف انتقال یهابا در نظر گرفتن مؤلفه  [16]

در صافحه افق    دهیخم یرهایخارج از صافحه ت  یکینامیشادند پاساخ د

  ،یمطاالعاه پاارامتر  یهااداده  یخطریرا محااساااباه کرده و باا براز  غ 

10 Jemah 
11 Yang 

12 Lee 
13 Zboinski 

14 Dusza 
15 Hopf bifurcation 

16 Dai 
17 Ang 

18 Winkler foundation 
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  ی کینامیضاربه د  بیضارا نیت م یبرا یاشادهسااده  یرواب  کاربرد

 2023د. همچنین، در سااااد  ارائاه کننا  یخمشاااو لنگر    ییجااجااباه

تاأثیر مؤلفاه لنگر پیچشااای را بر پااساااخ   [17]عبادوس و همکااران  

را تحت خمیده در صاافحه افق  دینامیکی خارج از صاافحه تیرهای

 نمودند.   ارزیابیتحریک ناشی از جرم متحرک 

در مطالعات مربو  به اثر که    دهدینشاان م  یفن  اتیادب یبررسا

  تمامدر در افق، سااارعت بار   دهیخم  یهاالمان یمتحرک رو  یبارها

  یدر حال  نیمقدار ثابت نظر گرفته شاده اسات. ا  کیبه عنوان  مراجع 

باند فرودگاه    ایحهن راه  ریراه، مساا  یروساااز  سااتمیساا کیاساات که  

کااهناده قرار   ایا  نادهیفزا  سااارعاتمتحرک باا    یاغلاب در معر  باارهاا

حهن به  راه  ریالسعیقطار سر کیکه   ی. به عنوان مثاد، هنگامردیگیم

بلند  فرودگاه  از باند   مایهواپ   کی شود،یاز حن خارج م  ایوارد   ساتگاهیا

که سارعت خود را قب  از  یلیاتومب  ای  د،یحیفرود مدر حن   ای شاودیم

  کناد، یباه حرکات م  وعاز حاالات توقف شااار  ایا  دهادیتوقف کااهش م

  ندهیفوق تحت سرعت فزا یهاتیبار متحرک در موقعبستر مح  اثر 

  ا یا  هیانقل  لاهی. در واقع، ناه تنهاا وساااردیگیقرار مجسااام  کااهناده    ایا

حرکات   ریشاااروع حرکات باا سااارعات متر  ایاهنگاام توقف    ماایهواپ 

 ر یمسا  کی یدر هنگام حرکت رو هینقل لهیکند، بلکه سارعت وسایم

 است.  رییعموماً در حاد تر زین

، در [19]و همکاران   3هوو   ،[18]  2ریمیو ن 1نیلمطالعات   طبق

نساابت  ،یشااهر  یهاساابک در جاده هینقل   یوسااا  یرانندگ   یشاارا

  یاز رانندگ شاتریب اریبسا ریبا سارعت متر و طی مسایر  یرانندگزمان 

به عنوان    [20] 5پوفیلیو ف 4وکیک مانمقاله با سارعت ثابت اسات.  

بر  متحرک  یروین  ریاثر سارعت متر  یمراجع در بررسا نیاز اول  یکی

  [21] 6لفی. کرشااودیشااناخته م میمسااتق یرهایت  رفتار دینامیکی

 
1 Lin 

2 Niemeier 
3 Ho 

4 Kokhmanyuk 
5 Filippov 

6 Krylov 
7 Zibdeh 

8 Rackwitz 
9 Abu-Hilal 

10 Dugush 

و    ندهیاز حرکت با سارعت فزا  یناشا نیشاده در زم  جادیارتعاشاات ا

ارتعا    [22] 8چیو رکو  7بدهیکرد. ز یرا بررسا هینقل   یکاهنده وساا

 ر یبا سارعت متر  یمتحرک تصاادف  یرا تحت بارها ی مساتقیمرهایت

ی رهایت  یکینامیرفتار د [23]و محساان    9کردند.  ابوههد  یبررساا

 ی روین  کیدار  را در اثر حرکت شاتاف  یکل یمرز  یرابا شا مساتقیم

  [ 24]  11زنبرگریو ح  10مورد مطاالعاه قرار دادناد. دوگو   کیاهاارمون

 ی خمشاا تیبا صاالب  وسااتهیچند دهانه پ  یرهایت  یکینامیپاسااخ د

  ی روهاایدار نم تلف را تحات حرکات شاااتااف  یهاامتفااوت در دهااناه

 قرار دادند.   یمتحرک مورد بررس

مساااتقیم با   یرهایت  یکینامیدعملکرد   [25]  12چالتساااوسیم

را با   ریبه بار متحرک با ساارعت مترشاارای  مرزی مفصاالی نساابت 

نمود.    یابیاارز  ریجرم متحرک و ت  یدوران  ینرسااایمنظور کردن اثر ا

دار بر پاساااخ  متحرک شاااتاف  یبارها ریثأ ت  [26]  13و ابوههد  بدهیز

 14کردند. پن    یرا بررسا  یبا طود متناهمساتقیم   یرهایت  یکینامید

سااده را   یهاگاههیبا تک های مساتقیمریت رشاک ییتر  [27]و همکاران  

باا منظور کردن   ریجرم متحرک باا سااارعات متر کیا  کااتیتحات تحر

پاسخ   [28]و همکاران   15یجرم مورد مطالعه قرار دادند.ل  ینرسیاثر ا

را  ریمتحرک با سرعت متر  یروهایبه ن یلیصافحات مستط  یکینامید

قطار را  نانیسارنشا  یداریپا [29]  17نیو پا سا  16کردند. پاود یبررسا

  19موهو  و    18بسااکومطالعه قرار دادند.     مورددار  تحت حرکت شااتاف

متحرک با   یرویرا به ن کیبر بساتر ا سات  یمتک  یرهایپاساخ ت  [30]

  یکینامیرفتار د  [31]و همکاران   20ویکردند. ل یابیارز ریسارعت متر

را به   دو پارامتری کیسااکوا سااتیبر بسااتر و  یمتک  یهایروساااز

 .بدست حوردند ریمتحرک با سرعت متر  یبارها

11 Eisenberger 

12 Michaltsos 
13 Abu-Hilal 

14 Peng 
15 Li 

16 Powel 
17 Palacin 

18 Beskou 
19 Muho 

20 Liu 
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در ادبیاات   از مطاالعاات موجود  کیا  چیکاه در ه  نیتوجاه باه ا  باا

  یرهایتخارج از صافحه    یکینامیبر پاساخ د ریسارعت متر  ریتأث  فنی

 ن ی، در اق تحت اثر جرم متحرک مطالعه نشادهدر صافحه اف دهیخم

متحرک بر رفتار  جرم دار  حرکت شتاف تأثیرپژوهش مد نظر است تا  

خارج از   جاییجابه  ریبر اسااس مقاد ایی ساازههاالمان  نیا  یکینامید

 گردد. یابیارز یلنگر خمش زیو ن حهصف

   بندی مسئلهفرمولـ  2

 تعریف مسئله - 1-2
(مطابق   زاویه  ،  ( 1شک   با  را  افق  صفحه  در  خمیده  تیر  یک 

است.   Lو    Rدر نظر بگیرید که شعاع و طود حن به ترتیب    φمرکزی  

گاهی مفصلی بوده که امکان شرای  تکیهصورت دو سر ساده و با  تیر به

ا تعریف یک ب.  [12,32]  جود نداردو دوران پیچشی در دو انتهای حن  

ترتیب به    z، و  x  ،y  محورهایگرد،  راست  سیستم م تصات کارتزین

تیر ، محور قائم و محور افقی  بر محور عبوری از مرکز سطح مقطع  مار

-و جابه  (zθ,y θ,x θ(هستند که بر اساس حن، درجات حزادی دورانی  

 صورت یکپارچه به  تیر  طود  ک شوند. معرفی می  (zw,y w,x w)ایی  ج

به ترتیب   rkو    yk  ،ا ستیک بوده که در حن-مبتنی بر یک بستر ویسکو

و   ycباشند. راستای قائم و س تی پیچشی بستر ا ستیک میس تی 

rc    به ترتیب به عنوان میرایی بستر در راستای قائم و میرایی پیچشی

تحت تحریک دینامیکی ناشی از جرم   خمیده  تیرهمچنین،    هستند.

با که فاقد اصطکاک است،  بوده که سطح فوقانی تیر را    Mمتمرکز  

 کند.  طی می t(Mx(معادله حرکت دل واه 

 

 فرضیات   - 2-2
حاکم بر مسئله معرفی  فرضیات  ابتدا  مسئله،  بندی  فرمودپیش از  

در معاد ت تعادد دینامیکی تیرهای خمیده در صفحه افق   و سپس

-متحرک در نظر گرفته میمتمرکز  ناشی از جرم  اثر ارتعا   تحت  

 شوند:

 در سرتاسر طود حن ثابت است؛ خمیده مقطع تیر مش صات (الف( 

-فر  اویلر شود و  نظر میهای برشی صرفاز تأثیر ترییرشک (ف(  

ها در چرا که طود ری   برنولی برای تیرهای خمیده موضوعیت دارد؛

 عم  از ابعاد مقطع ری  بسیار بیشتر است. 

 شود؛ نظر می( تأثیر اعوجاج پیچشی صرفج(

از روی تیرحامکان وقوع جداشدگی جرم مت ((د وجود   خمیده  رک 

 ندارد و تماس کام  در تمام مدت حرکت برقرار است؛

کاهنده/فزاینده  (  ه( ثابت  شتاف  با  شتابدار  صورت  به  جرم  حرکت 

 است؛

شرای  خمیده در حرکت شتابدار کاهنده، جرم پیش از ترک تیر ( و(

 کند. نمی سکون را تجربه

 

 



 

 

 

 .جرم متحرکتحت تحریک ناشی از  ا ستیک و -سیستم دینامیکی تیر خمیده در صفحه افق مبتنی بر بستر ویسکو: 1شک  

 

 بندی مسئله فرمول  - 3-2

در تعیین پاسخ دینامیکی و معاد ت تعادد تیرهای خمیده در  

-صفحه افق، رواب  حاکم بر رفتار خارج صفحه و درون صفحه به

صورت غیرهمبسته بوده، و لذا بررسی عملکرد خارج از صفحه این  

تیرها تحت تحریک ناشی از جرم متحرک مستق  از عملکرد درون  

به منظور تعیین معاد ت همچنین،  .  [4,16]شود  صفحه انجام می

دینامیکی سیستم سازه از  تعادد  معاد ت تعادد  ای تحت بررسی، 

خمیده تیرهای  بر  حاکم  می  استاتیکی  کهاستفاده  جزئیات   شود 

به   رواب   دقیق مربو   بهاثبات  ین  و  طور کام   حاص   در مقاله 

بر اساس هندسه کافی است  حورده شده است. حاد،    [33]همکاران  

  مطرح شده   با اعماد مفروضاتو نیز    1-2تعریف شده در زیرب ش  

، معاد ت تعادد دینامیکی سیستم تیر خمیده در  2-2در زیرب ش 

  ( تعیین نمود 2( و (1صفحه افق و جرم متحرک را بر اساس رواب  (

[15,16,33] :   

)1) 
2 4 2 22 2

2 4 2 2 2 2

d1 1
[ ( )]

d

y y y y yx x

z M y y y

w w w w wGJ
EI M g x x t k w c

R R R tt x x x x t

 
 

         
− − − + + = + − + +     

               

 

)2) 
2 22 2 2

2 2 2 2

1
[ ( )]

y yx x x xz

o s M r x r

w wEI MV
I GJ y x x t k c

R R R R tt x x x

   
  

      
− + − + + = − − − −   

          

 

حن،   در  خارججابه،  ywکه  و    جایی  صفحه  پیچشی xθاز  دوران   ،

به ترتیب   ρ  و  μدر این رواب ،    .هستند  تیرهای خمیده در صفحه افق

مدود ا ستیسیته و   Eجرم واحد طود و چگالی تیر خمیده، و نیز  

G  باشند. مدود برشی مقطع می  V  ای جرم متحرک و سرعت لحظه 

فاصله مرکز بر  مقطع از    syشتاف جاذبه است. همچنین،    gنیز  

 J، و  z ممان اینرسی مقطع حود محور  zI  تیر خمیده،  یسطح فوقان 

پیچشی،   عنوان   oI  نیز  وثابت  تیر   به  مقطع  قطبی  اینرسی  ممان 

بیانگر   2td/yw2dو  تابع دلتای دیراک    δخمیده هستند. همچنین،  

(  3رابطه (  که مطابقمشتق کام  مرتبه دوم نسبت به زمان بوده  

 : [16] شودتعریف می
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)3) 
2 2 2 2

2

2 2 2

d
( ) 2 ( ) ( )

d

y y y y y

M M M

w w w w w
x t x t x t

x t xt t x

   
= + + +

   
 

در این مطالعه، مد نظر است که تأثیر نوع حرکت بر رفتار خارج  

از   ناشی  تحریک  تحت  خمیده  تیرهای  صفحه  متمرکز از  جرم 

  متحرک بررسی شود. در این راستا، از حرکت شتابدار با شتاف ثابت 

شود، به عنوان ( تعریف می4که بر اساس رابطه (  (فزاینده/کاهنده( 

 مبنای مطالعات خواهد بود. 

)4) 2

0 0

1
( )

2
Mx t at V t x= + + 

سرعت لحظه ورود   0V  ،جرم  شتاف ثابت حرکت  a،  که در حن

  . استم تصات لحظه شروع حرکت    0xجرم بر روی تیر خمیده، و  

جایگذاری   (با  رابطه  دوم  و  اود  مرتبه  (4مشتقات  رابطه  در   )3  ،)

 توان نوشت:می

)5) 

2 2 2 2

2

0 02 2 2

d
( ) 2( )

d

y y y y

y

w w w w
at V at V

x tt t x

w
a

x

  
= + + + +

  


+



 

) رابطه  جایگذاری  با  (5حاد،  رابطه  در  می1(  شرای  (  توان 

 سازی نمود.   ثابت را در مسئله پیادهحرکت شتابدار با شتاف 

 روش حل مسئله  -3

های متداود برای تعیین پاسخ تیرهای خمیده به  رو یکی از  

با    ،که در حن  است  متریرها  تحریکات جرم متحرک، رو  تفکیک

بر مبتنی  مناسب  توابع  خمیده  انتهاییشرای     معرفی  پاسخ    ، تیر 

می تعیین  معاد ت  شودسیستم  به  توجه  با  بر  دیفرانسی   .  حاکم 

متکی    نیز  خارج از صفحه تیرهای خمیده در صفحه افق و  حرکت

تیرهر  بودن   انتهای  تکیه   دو  مفصلیگاهبر  از  می  ،های   توابع توان 

استفاده نمود  تیر    دینامیکی  شک  پاسخ  نشان دادنبرای  سینوسی  

[4,15,34,35] : 

)6 ) ( )
1

s( n, i)y yi

i

i x
t

L
w x t W



=

 
=  

 
 

 
40

 State-space  

)7) ( )
1

( , sin)x xi

i

i
t

x

L
x t






=

 
=   

 
 

حن، در  ترتیب   t( ixΘ( و yiW )t(  که  با به  متناظر  مجهود  توابع 

ام  -iو دوران پیچشی متناظر با مود    yدر راستای محور  جایی  جابه

(  1( در معاد ت (7( و (6معاد ت (  قرار دادنخمیده هستند. با    تیر

) مجهود(،  2و  توابع  شام   حاص    t( ixΘ( و yiW )t(  معاد ت 

بود. حاد   با  انتگرادبا  خواهند  تیر خمیده و    کمک گیری در طود 

دست حمده را معاد ت بهتوان ، میsin(iπx/L) توابعخاصیت تعامد 

ماتریسی  به   (فرم  به  (، 8معادله  معادله    N2دستگاه    شک   که 

معمولی   مجهود  N2و  دیفرانسی    ،است t( ixΘ( و  yiW )t(  تابع 

تابع زمان هستند    این دستگاه معاد تضرایب    سازی کرد.گسسته 

از رو  استفاده  با  را  توانشناخته شده میهای عددی  و  ح     حن 

 .  کرد

)8) 
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

tt t
t t t t

tt t

     
+ + =     

    

WW W
M C K P

ΘΘ Θ
 

)ضرایب   ،(8(در رابطه   )tM ،( )tCو ،( )tK به ترتیب ماتریس-

و نیز  گسسته  جرم، میرایی و س تی سیستم  متناظر باای معادد  ه

( )tP  [ 16]در مرجع  است.    حننیروهای وارده به    بردار معاددبیانگر  

و   محاسبه  نحوه  به  مربو   ماتریسدرایه  مقادیرجزئیات  های  های 

برای تسهی  در یک رو  متعارف  است.    شده  ارائهمذکور  ضرایب  

-در برنامه  های دینامیکیمعاد ت حاکم بر سیستم  روند ح  عددی

از  ایرایانههای   استفاده  کلی    شک است.    40فضای حالتنمایش  ، 

عبارت     (7رابطه (نشان داده شده در برای معادله  این نحوه نمایش

   :[42–36] است از

)9) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t= +Y U Y R 

 که در حن،  

)10) 

4 1

( )

( )
( )

( )

( )
N

t

t
t

t

t


 
 
 =
 
 
  

W

Θ
Y

W

Θ
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)11) 
1 1

4 4

( )
( ) ( ) ( ) ( )

N N

t
t t t t− −



 
=  

− −  

0 I
U

M K M C
 

)12) 
1

4 1

( )
( ) ( )

N

t
t t−



 
=  

  

0
R

M P
 

ح  عددی   برایاست.    N2از مرتبه    یکهس یماتر  بیانگر  I  که در حن،

در   داده شده  نشان  اود  مرتبه  دیفرانسی   معاد ت  رابطه دستگاه 

، این رو   درکه    کردرو  ماتریس انتقاد استفاده    توان ازمی(،  9(

)بردار  )tY شودمی  بازنویسیزیر  به فرم : 

)13) 
0

0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )d
t

t
t t t t t   = + Y ξ Y ξ R 

)0ماتریس (،  13(  رابطهدر   , )t tξ    به عنوان ماتریس انتقاد با بعد

مش ص    0t  در زمان  مسئله  شرای  اولیهمناسب انت اف شده است و  

-توان شرای  اولیه گام میگام  بهبا طی یک روند گامسپس  شود.  می

 پیش زمانی    گامرا بر اساس وضعیت نهایی    (kt+1(   بعدیزمانی  های  

برای افزایش   های به اندازه کافی کوچکتعیین گام با    و  (kt(  از حن

( 13رابطه (توان  می   برای این کار.  دست حورده، بدقت رو  عددی

بردار   حسب  بر  زمانی  دامنه  در  تفاضلی  معادله  یک  شک   به  را 

 نوشت:   Y(t)حالت

)14) 1

1 1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )d
k

k

t

k k k k k
t

t t t t t   
+

+ + += + Y ξ Y ξ R 

انتقاد می،  همچنین ماتریس  زمان  زیرصورت  بهرا    ξ  توان   در 

 : [41]تقریب زد 

)15) 1 1( , ) exp ( ) ( )k k k k kt t t t t+ += −  ξ U 

قاب  نمایش  فرم کلی زیر  به  (  13، معادله (گامبهگام  ح  با ادامه  

 : [41] خواهد بود

)16) 1

1 1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )k k k k k k k kt t t t t t t t−
+ + += + −  Y U RξY Iξ 

ارزیابی دقت این    وند ح  عددیعملکرد راز    برای اطمینان و 

 شود.می این مقاله ارائه 4سنجی در ب ش صحت مطالعه، رو 

 تحلیلی پیشنهادی سنجی حل نیمه صحتـ 4

تحلیلی پیشنهادی،  منظور حصود اطمینان از صحت ح  نیمه  به

حن از  حاص   نتایج  فنی    را  بایستی  ادبیات  در  موجود  مطالعات  با 

تحریک  تأثیر  زمینه  ای که در  . یکی از مطالعات برجستهمقایسه نمود

بار متحرک بر پاسخ دینامیکی تیرهای خمیده در صفحه ناشی از  

ین  و همکاران  پیشنهادی    یمدد تحلیلمربو  به    ،افق مطرح است

با مقطع مستطیلی باشد. در این مطالعه، یک تیر بتنی  می  [12,34]

گاهی مفصلی در دو  شرای  تکیهبا متر و   8/1و ارتفاع  0/5به عر  

از  انتها   ناشی  تحریک  قرار تن    9/29  جرمبه  متمرکزی  بار  تحت 

سطح فوقانی  روی  کیلومتر بر ساعت    40با سرعت ثابت  گرفته که  

خمیده . مش صات هندسی و مکانیکی تیر  در حاد حرکت استتیر  

 باشد. می (1( جدودسنجی مطابق  در مطالعات صحت

 .[12,34] سنجی تیر خمیده در مطالعات صحتهندسی و مکانیکی : مش صات 3جدود 

 واحد  کمیت  نماد  متریر

 متر L 0/24 طود

 متر R 84/45 شعاع انحنا 

 درجه  θ 30 زاویه مرکزی 

 مترمربع  A 00/9 سطح مقطع 

 کیلوگرم بر مترمکعب  ρ 2400 چگالی 

 گیگاپاسکاد  E 2/32 مدود ا ستیسیته

 گیگاپاسکاد  G 83/13 مدود برشی 

 4متر به توان  y  yI 75/18ممان اینرسی حود محور

 4متر به توان  z zI 43/2ممان اینرسی حود محور  

 4متر به توان  oI 18/21 ممان اینرسی قطبی 

تحلیلی پیشنهادی در نظر گرفته مقادیر جدود فوق در ح  نیمه

مطالعه  فرضیات  ، بر مبنای  پاسخ دینامیکی سیستمسپس  و    شده

جایی  با در نظر گرفتن اولین مود ارتعاشی در قالب جابهادبیات فنی،  

است.   شده  محاسبه  خمیده  تیر  دهانه  وس   در  صفحه  از  خارج 

جابه پیمقایسه  مدد  صفحه  از  خارج  مدد  نشجایی  و  ین   هادی 

 ترسیم شده است.   (2( شک  تحلیلی این مطالعه در نیمه

با ی   دقت  نشانگر  شک   این  در  ترسیمی  نمودارهای  مقایسه 

مدد پیشنهادی در برحورد پاسخ دینامیکی خارج از صفحه تیرهای 

از بار متحرک است،    درخمیده   صفحه افق و تحت تحریک ناشی 

درصد    3هف کمتر از  تجایی حداکثر با اخچرا که نه تنها مقادیر جابه
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پاسخ بلکه سایر  بوده،  محاسبه  دینامیکی سیستم شام   قاب   های 

دامنه و فاز ورودی و خروجی تحریک نیز با دقت مطلوبی حاص   

است.   نیمهشده  مدد  برحورد لذا،  تا  است  قادر  پیشنهادی  تحلیلی 

مطلوبی از رفتار دینامیکی حاکم بر تیرهای خمیده و تحت تحریک  

    ناشی از جرم متحرک به همراه داشته باشد.  

 
تحلیلی ارائه شده بر اساس مدد تحلیلی  سنجی مدد نیمهصحت :2شک  

جایی خارج از  بر مبنای مقایسه مقادیر جابه [12,34]ین  و همکاران 

 صفحه در وس  دهانه تیر خمیده. 

 مطالعات پارامتری  -5

متریرهای کلیدی حاکم بر مسئله شام   در این ب ش، تأثیر  

( جرم جسم  3، (خمیده  ( زاویه مرکزی تیر2( طود تیر خمیده، (1(

( شتاف  5( سرعت اولیه ورود جسم به تیر خمیده، و (4(متحرک،  

شود. سایر پارامترهای مسئله مانند  کاهنده/فزاینده جسم ارزیابی می

مکانیکی   ویسکومش صات  ،  [15,16,43,44]  ا ستیک-بستر 

با استناد به مقادیر   [4,16,45,46]مش صات هندسی تیر خمیده  

 شود.کاربردی در ادبیات فنی بکار گرفته می

در    به    ( 4(  جدودتا    ( 2(  جدود این مقادیر  خهصه شده که 

-هندسی تیر خمیده، مؤلفهمکانیکی و ترتیب مربو  به مش صات 

مش صات مکانیکی خاک بستر نیز و  ،های دینامیکی جرم متحرک

همانمی در  باشد.  شد،    2-2ب ش  زیرطورکه  اشاره  (فرضیات( 

ای در نظر  گونههای کاهنده بهاولیه ورود جرم و نیز شتافسرعت  

( جرم پیش  1های محتم  شام : (انواع حالتکه    است  گرفته شده

( جرم دقیقاً در انتهای تیر متوقف 2از رسیدن به انتهای تیر بایستد، (

2( جرم با سرعت  3شود، و (
0 2 | |V V a L=     از انتهای تیر عبور

پاسخ در  ارزیابی    کند،  خمیده  تیرهای  صفحه  از  خارج  دینامیکی 

به گردد. کاهنده/افزاینده،  همچنین،  شتاف  تأثیر  مقایسه  منظور 

کند نیز  حالتی که جسم با سرعت ثابت (شتاف صفر( از تیر عبور می

 منظور شده است.  در محاسبات 

   .[47]تیر خمیده هندسی مقطع مکانیکی و : مش صات 2جدود   

 کمیت  نماد  متریر (واحد( 

 L 75-50--100 طود (متر( 

 φ زاویه مرکزی (رادیان( 


6
  -



3
 

 A 70/76 مترمربع( سطح مقطع (سانتی

 μ 21/60 جرم واحد طود (کیلوگرم بر متر( 

 E 210 (گیگاپاسکاد(  مدود ا ستیسیته

 υ 30/0 ضریب پواسون  

 G 77/80 مدود برشی (گیگاپاسکاد( 

فاصله مرکز بر  از سطح فوقانی تیر  

 sy 49/12 متر( (سانتی

  yممان اینرسی حود محور

 متر به توان چهار( (سانتی
yI 03/512 

 zممان اینرسی حود محور  

 zI 03/3038 متر به توان چهار( (سانتی

 ممان اینرسی قطبی  

 oI 06/3550 متر به توان چهار( (سانتی

 

   .[49–47]های دینامیکی جسم متحرک : مؤلفه3جدود   

 کمیت  نماد  متریر (واحد( 

 M 12000،8000 ،16000 جرم جسم (کیلوگرم( 

حرکت شتابدار   سرعت اولیه

 فزاینده (متر بر ثانیه( 
 0V 

0 – 30   

حرکت شتابدار   سرعت اولیه

 کاهنده (متر بر ثانیه( 
45 – 75   

           شتاف افزاینده 

 (متر بر مجذور بر ثانیه( 
a 

3 ،+6 ،+9 + 

             شتاف کاهنده  

 (متر بر مجذور بر ثانیه( 
3- ،6- ،9 - 

 

   .[15,16,43,44,50] های مکانیکی بستر ویسکوا ستیک: مؤلفه4جدود    
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 کمیت  نماد  متریر (واحد( 

 yk 3426 (کیلونیوتن بر مترمربع( س تی بستر ارتجاعی 

 rk 3/118 س تی پیچشی (کیلونیوتن بر رادیان( 

 yc 45/2 میرایی بستر ارتجاعی (کیلونیوتن ثانیه بر مترمربع( 

 rc 067/8 میرایی پیچشی (نیوتون رادیان بر ثانیه( 

 تحلیل و تفسیر نتایج  -6

و لنگر خمشی  جایی  های پاسخ جابهطیف  6شک   تا    3  شک در  

از صفحه تیرهای خمیده به ازای ترییرات پارامترهای م تلف خارج  

منظور از ارائه شده است.  (  0Vاولیه ورود به تیر (بر حسب سرعت  

پاسخ بیشینه  نمودار  جرم    طیف،  اولیه  سرعت  حسب  بر  سیستم 

جایی خارج از صفحه متحرک است. به منظور سهولت، بیشینه جابه

،  yw  جایی،شود تا تمایز حن با تاری چه پاسخ جابهنشان داده می  yuبا  

 مش ص شود.

اثر حرکت تندشونده (شتاف فزاینده(  4شک   و    3  شک در    ،

در   و  شده  (شتاف  6شک   و    5  شک مطالعه  کندشونده  حرکت   ،

 زم به ذکر است که لنگر  کاهنده( مورد بررسی قرار گرفته است.  

 : [16] شود، از رابطه زیر محاسبه میzmخمشی خارج از صفحه، 

)17) 
2

2

y x
z z

w
m EI

Rx

 
 = −
 
 

 

های مربو  بیشینه مقادیر لنگر خمشی در شک برای سهولت،  

تا   نشان داده شده است  zMبه طیف لنگر خمشی خارج از صفحه با 

، zm، تمایز حن با تاری چه پاسخ مقادیر لنگر خمشی خارج از صفحه

  اگر سرعت های مربو  به شتاف فزاینده،  مطابق طیف.  مش ص گردد

متر بر ثانیه باشد،    5اولیه ورود جرم متحرک به تیر خمیده کمتر از  

جایی و لنگر  اثر سرعت اولیه در پاسخ دینامیکی سیستم، شام  جابه

،  4شک  و  3 شک مطابق نامحسوس است. خمشی خارج از صفحه 

اثرات   فوق،  از سرعت  پاسخ سیستم    دینامیکیهای  مؤلفه پس  در 

  جایی میزان افزایش طیف پاسخ جابهکه حداکثر  تشدید شده، بطوری

  9، و  6،  3های فزاینده  به ازای شتافنسبت به حالت سرعت ثابت،  

-می   درصد   11/18، و  45/14  ،76/15به ترتیب  متر بر مجذور ثانیه،  

، و  53/27،  03/27مقادیر نظیر برای طیف لنگر نیز به ترتیب    اشد. ب

شود، تأثیر اندازه شتاف  طورکه مشاهده میدرصد است. همان  39/18

 جایی بیشتر است. فزاینده در طیف پاسخ لنگر خمشی نسبت به جابه

-مشاهده می ، 6شک  و  5 شک در حرکت کندشونده، مطابق 

بیشینه طیف جابهبطوریود که  ش مقدار کاهش  جایی که حداکثر 

  9، و  6،  3های کاهنده  ثابت، به ازای شتافنسبت به حالت سرعت  

-درصد می  59/41، و  78/29،  33/21متر بر مجذور ثانیه، به ترتیب  

،  19/30،  64/21در طیف لنگر خمشی، این مقادیر به ترتیب  اشد.  ب

 درصد هستند.   05/42و 

  
 m 50 =L ،rad  φ = π/3 ، kg12000=M (ف(  m 50=L ،rad  φ = π/6 ، kg16000=M (الف(
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 m 75=L ،rad  φ = π/3 ، kg12000=M (د( m 75=L ،rad  φ = π/6 ، kg8000=M (ج(

  
 m 100=L ،rad  φ = π/3 ، kg8000=M (و( m 100=L ،rad  φ = π/6 ، kg16000=M (ه(

 در حالت شتاف فزاینده  جایی خارج از صفحهنمودار طیف پاسخ جابه :3شک  

  
 m 50 =L ،rad  φ = π/3 ، kg12000=M(ف(  m 50=L ،rad  φ = π/6 ، kg16000=M(الف( 
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 m 75=L ،rad  φ = π/3 ، kg12000=M(د(  m 75=L ،rad  φ = π/6 ، kg8000=M(ج( 

  
 m 100=L ،rad  φ = π/3 ، kg8000=M(و(  m 100=L ،rad  φ = π/6 ، kg16000=M(ه( 

 حالت شتاف فزاینده  درنمودار طیف پاسخ لنگر خمشی   :4شک  

  
 m 50 =L ،rad  φ = π/3 ، kg12000=M(ف(  m 50=L ،rad  φ = π/6 ، kg16000=M(الف( 
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 m 75=L ،rad  φ = π/3 ، kg12000=M(د(  m 75=L ،rad  φ = π/6 ، kg8000=M(ج( 

  
 m 100=L ،rad  φ = π/3 ، kg8000=M(و(  m 100=L ،rad  φ = π/6 ، kg16000=M(ه( 

 جایی خارج از صفحه در حالت شتاف کاهنده نمودار طیف پاسخ جابه :5شک  

  
 m 50 =L ،rad  φ = π/3 ، kg12000=M(ف(  m 50=L ،rad  φ = π/6 ، kg16000=M(الف( 
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 m 75=L ،rad  φ = π/3 ، kg12000=M(د(  m 75=L ،rad  φ = π/6 ، kg8000=M(ج( 

  

 m 100=L ،rad  φ = π/3 ، kg8000=M(و(  m 100=L ،rad  φ = π/6 ، kg16000=M(ه( 

 نمودار طیف پاسخ لنگر خمشی در حالت شتاف کاهنده  :6شک  

 ( a=0(بیشینه پاسخ طیف نسبت حالت سرعت ثابت  افزایش : درصد  5جدود 
ه( 
ند
زای
ف ف

شتا
ه (
ند
شو
ند
ت ت

رک
ح

 

 2m/s 3=a 2m/s 6=a 2m/s 9=a شماره شک   2m/s 3=a 2m/s 6=a 2m/s 9=a شماره شک  

 55/12 68/6 47/2 الف  – 5 11/18 19/11 64/1 الف  – 4

 59/1 92/4 88/8 ف  – 5 71/4 89/0 34/5 ف  – 4

 45/10 94/5 41/0 ج  – 5 82/0 38/0 10/0 ج  – 4

 39/18 53/27 91/12 د – 5 93/2 78/8 30/0 د – 4

 40/0 65/5 79/0 ه – 5 26/0 29/0 00/0 ه – 4

 98/15 14/25 03/27 و  - 5 00/5 45/14 76/15 و  - 4
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 ( a=0(بیشینه پاسخ طیف نسبت حالت سرعت ثابت  کاهش : درصد 6جدود 

ه( 
ند
اه
 ک
ف
شتا

ه (
ند
شو
ند
 ک
ت
رک
ح

 

 2m/s 3−=a 2m/s 6−=a 2m/s 9−=a شماره شک   2m/s 3−=a 2m/s 6−=a 2m/s 9−=a شماره شک  

 15/11 66/8 54/5 الف  – 7 72/10 18/8 56/5 الف  – 6

 38/9 62/4 43/3 ف  – 7 72/8 34/4 07/3 ف  – 6

 63/23 24/22 64/21 ج  – 7 30/23 91/21 33/21 ج  – 6

 05/42 19/30 64/7 د – 7 59/41 78/29 36/7 د – 6

 94/15 85/10 53/5 ه – 7 82/15 77/10 49/5 ه – 6

 04/0 04/0 01/0 و  - 7 08/0 05/0 03/0 و  - 6

های گرفتن سرعت، به دلی  قرار  6شک   تا    3  شک بر اساس  

متر بر ثانیه که در حرکت تندشونده منظور شده است،   30کمتر از 

در ناحیه انتقالی که ماهیت نوسانی تیر تحت تحریک خارجی از فرم  

(به است  دور  به  ترییرات شود  همراجع  [16]مرجع   هارمونیک   ،)

-های فزاینده از روند مش صی پیروی نمی بیشینه طیف در شتاف

های منظور شده  کند. اما، در حرکت کندشونده، با توجه به سرعت

ها  و ماهیت پاسخ  در نتایج عددی که خارج از ناحیه انتقالی قرار دارند

حن نسبت به حالت تندشونده  روند ترییرات فرم هارمونیک داشته و 

 است.  دار تر بوده معنیو به ازای مقادیر بررسی شده 

بندی درصدهای افزایش و کاهش بیشینه پاسخ  همچنین، جمع

جابه صفحه  طیف  از  خارج  خمشی  لنگر  و  خمیده جایی  تیرهای 

شتاف و  جرم  اولیه،  تحت سرعت  م تلف جسم  بررسی شده  های 

 خهصه شده است.   6 جدودو  5 جدوددر متحرک 

پارامتریک   مطالعات  از  حاص   نتایج  که  است  ذکر  شایان 

متریرهای ورودی  مقادیر  شده در بازه در نظرگرفته شده برای  انجام

شام  طود و زاویه مرکزی تیر خمیده و نیز جرم، سرعت اولیه ورود  

 باشد. معتبر می های کاهنده و افزاینده جرم متحرک به تیر و شتاف

 گیرینتیجه -7 

اثرات ناشی از حرکت شتابدار جرم متحرک به  در این مطالعه،  

بر پاسخ دینامیکی خارج از صفحه تیرهای خمیده در صفحه افق  

است.  پرداخته تیرهای    شده  دینامیکی  تعادد  معاد ت  ابتدا،  در 

خمیده در صفحه افق تحت تحریک ناشی از حرکت شتابدار با شتاف 

توابع  انت اف  با  و  شده  نوشته  جرم  یک  فزاینده/کاهنده  ثابت 

برای تیرهای   ، گاهی سادهبا در نظر گرفتن شرای  تکیه  ،سینوسی

خمیده، فرم کلی حن تعیین شده است. سپس، طیف پاسخ دینامیکی  

جایی خارج و لنگر خمشی مقادیر جابهبیشینه  این سیستم بر اساس  

 ارائه شده است.از صفحه 

برای مطالعات پارامتریک تحلیلی حاص ، بر اساس رواب  نیمه 

شام  طود  از تیرهای خمیده  های م تلف  هندسهدر نظر گرفتن اثر  

پارامترهای دینامیکی تحریک خارجی شام   نیز  و زاویه مرکزی و  

اولیه،   متحرک  ،جرمسرعت  جسم  فزاینده/کاهنده  شتاف  اندازه   و 

 انجام گرفت.  

-بر اساس نتایج بدست حمده مشاهده گردید که بجز در سرعت

از حدود   اولیه کمتر  ثانیه،    5های  بر  اثرات شتاف فزاینده در متر 

طیف پاسخ دینامیکی سیستم حائز اهمیت است. همچنین، با توجه  

-تندشونده، بازه سرعت اولیه بررسی شده بههای  به اینکه در شتاف

-ای است که شرای  سیستم در ناحیه انتقالی سرعت قرار میگونه

توان انتظار  گیرد، لذا روند ترییرات مش صی را از پاسخ سیستم نمی

داشت. این در حالی است که، در حالت شتاف کندشونده، با توجه 

های اولیه ورود جرم متحرک به تیر خمیده، ماهیت  به بازه سرعت

 تری برخوردار است. تر بوده و از روند مش صنوسانی حن برجسته

با توجه به کاربری بودن بازه ترییرات متریرهای درنظر گرفته  

شده در مطالعات پارامتریک، اثرات حرکت شتابدار جسم متحرک 

جایی و لنگر  ای که برای پاسخ جابهمهحظه باشد، بگونهتواند قاب می

  11/18خمشی خارج از صفحه در حالت شتاف تند شونده به ترتیب  

درصد افزایش، و برای حالت شتاف کندشونده، به ترتیب   53/27و  
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درصد کاهش را نسبت به وضعیت سرعت ثابت در   05/42و    59/41

 شود.   پاسخ دینامیکی سیستم مشاهده می
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