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 This paper investigates the effectiveness of the mixed forced-displacement method for solving 

indeterminate plane frames that combine force and displacement relations based on the beam’s 

axial and bending deformation behavior simultaneously. In this method, the differential 

equations of all structural members are determined based on the general theory of the Bernoulli 

beam by considering the axial effects. In the following, with the help of an analytical solution 

and application of boundary conditions, the integral constants of the equations related to the 

uniaxial frames of the structure are obtained. For the effectiveness of the proposed method, 

three examples of common frames have been analyzed and validated with the finite element 

method. The results show that the answers determined by the two methods are completely 

consistent. One of the advantages of the combined displacement-force method is determining 

the parametric solution as well as the high accuracy of this method. In addition, it does not 

need post-processing to find the quantity of kinematic and static responses. Therefore, this 

method can be used as an alternative approach to the finite element method in solving multi-

axial plane frames. Moreover, its capability to handle intricate loading and various boundary 

condition configurations highlights the method's efficiency. Furthermore, the method 

simplifies the simultaneous influences of material and geometric nonlinearities in the analysis 

process. Material nonlinearities, such as yielding and hardening, are accommodated by 

adjusting the stiffness matrix. In contrast, geometric nonlinearities arising from significant 

displacements are addressed through iterative updates of the displacement field until 

convergence is achieved. In summary, the mixed displacement-force method is a 

comprehensive and efficient tool for 2D frame analysis. The ability to provide accurate results 

without the need for complex numerical simulations increases the importance of this method 

in the range of structural analysis techniques. Future research efforts could examine developing 

the process to three-dimensional frames and investigating its application in the performance-

based design and analysis areas. 
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  ی پژوهشيمقاله  

 یي جابجا -رو ین بیترک يلیتحل  روش با یعدبُود یاصفحه  یهاقاب لیتحل

 پور ي تق  رضای و ریخب  رضایعل   ، *  یعسگر ي عل  ،ي نی بحر نیرحس یام

 ، مازندران.مهندسی و فناوری، دانشگاه مازندران یهدانشکد
 ( a.asgari@umz.ac.irنویسنده مسئول )*

 اطلاعات مقاله   چکیده 

  بیکه از ترک  پرداخته شده است،  نینامع  یاصفحه  یهاحل قاب  یبرا  یشنهادیروش پ  کی   ییکارا   یبررس  حاضر به  در پژوهش

ن  تغ  ییو جابجا  رویروابط  بهره مبه طور هم  ریت  یو خمش  یشکل محوررییبراساس رفتار  ابتدا  پیشنهادی  . در روشبردیزمان   ،

و سپس با    شده  نییتع  یمحور  آثار   رفتنبا درنظرگ  ی برنول  -لریاو  ریت  یکل  یبراساس تئور  ی اسازه  ء اعضا  یلیفرانسید   هایهمعادل

روش    یی کارآ  زانیم  ی . برااندآمدهدست  هها بمرتبط با قاب  هایهمعادل  ی انتگرال  ی هاثابت  ، یمرز  ط یو اعمال شرا  یلیکمک حل تحل

نشان    جی . نتااندانجام شده  ی محدود اعتبارسنج  ء روش اجزا  ک و با کم  لیمتداول تحل  یا صفحه  یهاسه مثال از قاب  ،یشنهادیپ

حل    نییتع  یی، جابجا  -نیرو  یبیروش ترک  هایمزیتد. از  ندار  تطابق خوبی  مذکور،  شده از دو روشنییتع  ی هاکه پاسخ  اند داده

  تیکم  افتن ی  ی برا  ، بر آن. علاوهست.بالا  دقت ی دلخواه از سازه با  در هر نقطه  ها پاسخ  به  ی اب یدست  ت یقابل  نیو همچن  ک ی پارامتر

  ینیگزی جا   کردیرو   کی عنوان  به  تواندیم  ییجابجا   -نیرو  یبیپردازش ندارد.  لذا روش ترکپس  به  یازین   یکیو استات  یکینماتیپاسخ س

 شود. استفاده   یچندمحور ی اصفحه ی هادر حل قاب رایج  های روش  یبرا

  20٫01٫1403   دریافت :  تاریخ 

25٫03٫3140 اصلاحیه : تاریخ  

    30٫03٫3140  پذیرش :تاریخ 

 

 واژگان کلیدی: 

 ، یاصفحه یهاقاب 

  ن،ینامع یهاسازه

ترک   ، ییجابجا  -روین  ی بیروش 

، یبرنول  -لریاو  ریت  هایه معادل

 . یل یروش تحل

 

 مقدمه   .1
مهم  از  تحلیل  یکی  مسائل  دقیقسازه ترین  تحلیلی  روش  یافتن    ی ها قاب   ها، 

رواستفاده    است.  نینامع  ایصفحه  تواند  ی م  لیفرانسید   هایه معادل   کردیاز 

  م یتعم  شود.  گرفته   نظر  در  یاصفحه   یها حل قاب   یبرا   یابزار کل  کی عنوان  به

  ی موضوع  یمحورچند   یها قاب  یبرا  لیفرانس ید  هایه معادل  بر  یمبتن  یها روش

  ها آن، تکینگی دارند؛ که حل  سازه  بر  حاکم  هایه معادل بعضی    .است  اهمیت  حائز

تک   با حل رویکرد  نوشتارهای:  محوری  نیست.    [1](،1919)  1ی مکالشدنی 

-4]و برخی دیگر از پژوهشگران،  [3](،2002)  3کار فالسون   [2](،1965)  2برونگرابر

 .اندوصیه کرده را ت  یب یترک  یکردهایتفاده از روسا  [41

تلاش ه معادل  یهاپاسخ   افتنی  منظوربه ذکرشده،  بسیاری  های    صورت های 

  یعدد و    ی،لیتحلمهین  ،یلیتحل  یها روش  ازاستفاده    با  پژوهشگران.  است  رفتهی پذ

اما یافتن یک روش دقیق و ساده که بتواند تمامی    ،اندها پرداخته آن   حل  به

های عددی، مانند  تواند جایگزین مناسبی برای روشمسائل را پوشش دهد، می 

شده در این زمینه  کارهای انجام   [15]اجزاء محدود، کانی، شیب افت، و غیره باشد.

پرتال، قاب  غیرخطی  دینامیکی  تحلیل  است.  گسترده  بینی  پیش   [16]بسیار 

 
1 Macaulay 
2 Brungraber 
3 Falsone 

قاب  ساده تغییرشکل  غیرمستقیم،های  رویکرد  یک  از  استفاده  با  بتنی   [17]ی 

قاب  غیرخطی  تغییرشکل تحلیل  بین  تعامل  با  ساده  و های  برشی  های 

ی تغییرمکان سازه تحت اثر پیچش با فرض رفتار غیرخطی  محاسبه   [18]خمشی،

های  سازی آن با استفاده از معادله های دوطرفه و بهینه طراحی دال  [19]سازه،

قاب   [20]ریاضی، طراحی  و  فولادی،تحلیل  با    [21]های  سازه  دینامیکی  تحلیل 

های بتنی با استفاده  تحلیل سازه   [22]گیری عددی،استفاده از رویکردهای انتگرال

جابجایی، و  نیرو  روش  سازه شبیه   [23]از  پاسخ  زمینسازی  برابر  در  با  ها  لرزه 

های بتنی  ای سازه طراحی لرزه  [25 و  24]جابجایی،  -استفاده از روابط ترکیب نیرو

های دوگانه به روش  تحلیل قاب  [26]جابجایی،  -و فولادی با استفاده از روش نیرو

تبد  لیتحل  [27]کانی، روش  از  استفاده  با  لوله  خطوط    ل ی فرانسید   لیارتعاش 

نیمهبه روش  یک  مطالعه   یعدد  لیتحل  [28]تحلیلی،عنوان  بر    کی پارامتر  یو 

  ءاجزا   ییروش جابجا  [30]،دهیچی پ  یهاقاب   حل  [29]ی،آزاد   یچنددرجه   یهاقاب 

   [32](2021و همکاران )  4ی کارنوسک   از  یی جابجا  روش  [31]،هاقاب   یمحدود برا

تونیولو   ولویتونو     ک ی   یبرا  خمیریکشسان   یهاقاب   ریت   المان  لیتحل  [33]،5و 

ل یتحل  [35]،هاقاب   یشکل و المان برار ییتغ  یهاروش  [34]،بزرگ  ییجابجا

4 Karnovsky 
5 Toniolo 

https://doi.org/10.24200/j30.2024.64303.3318
https://doi.org/10.24200/j30.2024.63829.3289
https://doi.org/10.24200/j30.2024.63829.3289
https://sjce.journals.sharif.edu/
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  افته یتوسعه   ییرویروش ن  [37  و  36]،روین  روش   از  استفاده  با  یرخط یغ  یهاقاب   

پیش هاسازه   لیتحل  یبرا دارای  س  یکی استات  تنیدگیی    نینامع  یک ینماتیو 

  ی الرزه   یطراح  [39]ی،برش   واریدهای  قاب   یانتقال برا   سی روش ماتر  [38]،دار ی پا

مواردی    [40]ی،فولاد   یهاقاب   ی برا   ییجابجا   -روین  یبی ترکبه روش   از جمله 

ای  های صفحه ها و تعمیم آن برای قاباست که در راستای تحلیل و طراحی تیر

   .صورت پذیرفته است

کار  یا نیرویی را به  و  ییجابجا  یها روشفقط یکی از    های مرسوم معمولاًروش

به    هاسازه   ینینامع  شی افزا  با  یسخت  بر  یمبتن  یهاروش   با  لیتحلگیرند.  می

های نیرویی برای  شایان ذکر است که روش   شود،ی داده م  حیترجهای نرمی  روش

  بر  یمبتنهای  هستند. ترکیب روش   ی نامعینی، کمتر کاربردی ها با درجه سازه 

می   -روین روش جابجایی  از  یک  هر  محدودیت  یا  تواند  نیرویی  مستقل  های 

نیرو ترکیبی  روش  در  کند.  مرتفع  را  مدل   -جابجایی    ، سازی   جابجایی 

های حاکم )خمشی و محوری( هر عضو صورت پذیرفته و پس از تحلیل  معادله 

به  6اولیه،   ثابت مجهول  شده صورت  ظاهر  انتگرال    رای ب  ،یطورکلبه  .اندهای 

اعمال    هاباید شرایط مرزی متناظر با هر یک از المان  انتگرالیثابت    6تعیین  

  ت ی درنها   که  گفت  توانی م  یشنهاد یپ  روش  در  یمحاسبات  یا یمزا   رظن  ازشود.  

  محاسبات   و  رسید  مسئله  هایمجهول  به   تا  شود  حل  یس یماتر  یه معادل   دیبا

  توان می   روش مذکور  یمحاسبات  ب یمعا  مورد  در  اما  ؛ست ین  کار  در  یاده یچیپ

  و   شودی م  بزرگ  یی به نسبتنها  سی ماتر  ،باشد  تربزرگ   سازه  چه  هر  که  گفت

  در   مورد  نیا   . این تذکر لازم است کهرودیم  بالا  محاسباتو حجم    زمان  فقط

 .  است  صادق  های دیگر نیزروش

فقط  ها  سازه   لیتحل  یبرا متداول  یس یماتر  زیآنال  ی،شنهادی روش پ  با  سهیمقا   در

  یبرا   تواندی و م  کنداستفاده می   ینرم  ا و ی   یسخت  س یماتر   یک  با استفاده از

صورت خاص  به  ییجابجا- روین  یبیاما روش ترک  ؛تر مناسب باشدساده   یهاسازه 

دو روش    بیو از ترک  شودی استفاده م  نیو نامع  ترده یچیپ  یها سازه   لیتحل  یبرا

معمولاً   یسی ماتر  زیآنال  ،سرعت  و  حجممورد    در  .کندی م  استفاده  ینرمو    یسخت

در    ؛باشد  محدود  موارد  یبرخ   در  است  ممکن  آن  دقت  اما  است،  ترع یو سر  کمتر

  یق دق  اما  ،استیی بیشتر  جابجا -روین  یبی روش ترکهای  حجم محاسبه   کهی  حال 

  از طرفی دیگر،   .دهد ارائه  دهیچیپ یهاسازه   یبرا   یبهتر  جینتا   تواندی م  و  است

  ل ی با تحل  سهیمقا   دری  شنهادیروش پدر    حاکم   هایه معادل  بر  یمرز  طی شرا  اعمال

استساده   یسی ماتر روشبه   .تر  دو  بین  انتخاب  سازه،    اخیر  طورکلی،  نوع  به 

 . آن، دقت موردنیاز و منابع محاسباتی در دسترس بستگی داردی نامعینی  درجه 

حاضر،  ازهدف   مورد    لیفرانسید   هایه معادل   کردیرو  یتوسعه   پژوهش  در 

جابجایی    -روش نیرو  روابطدر نوشتار حاضر، ابتدا به    است.  یچندمحور   یهاقاب 

  ها تعداد اعضا و دهانه   یجی تدر  شیبا افزا  یک یاستات  قاب  سهپرداخته و سپس  

ارائه  برای نشان    - اعتبارسنجی روش نیرو  منظوربهاند.  شده دادن کارایی روش 

تحلیل    هاقاب   ،جابجایی محدود،  اجزاء  روش  کمک  روش    باها  پاسخ   وبه 

نیرو مقایسه شده   -پیشنهادی  نتیجه جابجایی  به  پایان،  در  پژوهش  اند.  گیری 

  حاضر پرداخته شده است.

 جابجایي    - روش ترکیب نیرو   .2

  1شکل مطابق   یآزاد هایه و درج یمحل مختصاتابتدا  ،هر عضو از سازه یبرا

 [15].است  شده  یمعرف

 را درنظر بگیرید:   2شکل  

های  صورت افقی یا عضو ستون به صورت قائم، معادله به  ستون  -ریتء  اعضابرای  

 [15]شوند:تعریف می  2و    1تغییرشکل به صورت روابط  

(1) 
^ ^

^
(2)

,1 ,2
( ) ( )

1

( )i i

i i i
x x

i

u p c x c
EA

= − + +   

(2    ) 

^ ^

^ ^
3 2 ^

(4)

,3 ,4 ,5 ,6
( ) ( )

1

( ) 6 2i i

i i
ii i i i

x x
i

x x
w q c c c x c

EI
= + + + +  

ممان دوم سطح،   Iمقطع،   سطح  مساحت  A، کشسانیمدول    E  ها،آن   درکه  

i   المان،  یه شمار  p      ،شدت بار محوری وارد بر المانq    قائم  شدت بار

  شایان مسئله هستند.    هایمجهول   ای  یانتگرال  یها ها ثابت   icو    ،بر المان  وارده

^علائماز    ،و روابط بعد  2و    1در روابط    که  است  ذکر

(2)

( )ix

p    و^

(4)

( )ix

q   علائم  از  و 

^.  است  شده  استفاده  یریگانتگرال   یبرا  یاختصار 

(2)

( )ix

p  یبه معنا  ^

ix

p dx  

^و  

(4)

( )ix

q   یبه معنا  ^

ix

q dx   منظور اعمال شرایط مرزی  حال به .  است

ی ابتدایی و انتهایی المان بسط  ها برای هر یک از دو گره لازم است که معادله 

 آیند.داده شوند، که معادلات اخیر به این صورت درمی 

 
ي. محل مختصات محور و یآزاد  هایهدرج .1 شکل  

 متمرکز  و  گسترده  یروین  تحت  المان  3  با  دهنه  کی  یسادهقاب    2شکل  

 ي. جانب
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cos

sin

P p

P q





 =

 =
 

ی محوری و قائم از  منظور تفکیک بارهای گسترده لازم است قبل از این کار به   

، که  p( را به دو بار  Pشده بر روی المان )ی اعمالیکدیگر، شدت بار گسترده 

)رو به پایین مثبت(، که شدت بار قائم هستند، تجزیه    qبار محوری و   شدت

گرد  ( از سمت چپ به صورت ساعت ی بار با محورعضو )کرد. همچنین زاویه 

 شود.  مثبت در نظر گرفته  

آوردن  دست شود، این است که برای به ی دیگری که باید در نظر گرفته  ه نکت

گاهی  های قاب به سه مجهول تغییرشکل و سه مجهول واکنش تکیه تغییرشکل 

  3های مسئله به صورت روابط ، معادله Jو   Iهای در هرگره نیاز است. برای گره 

 هستند:    14الی  

(3) 
^ ^ ^ ^

( ) (2)

,2
( )/ 0 ( )/ 0

1

( )i i i i

I

i i
x x x x

i

u u p c
EA= =

= = − +  

(4) 
^ ^ ^ ^

( ) (4)

,6
( )/ 0 ( )/ 0

1

( )i i i i

I

i i
x x x x

i

w w q c
EI= =

= = +  

(5) 
^ ^ ^ ^

( ) (3)

,5
( )/ 0 ( )/ 0

1

( )i i i i

I

i i
x x x x

i

q c
EI

 
= =

= = − +  

(6  ) 
^ ^ ^ ^ ^

( ) ' (1)

,1
( )/ 0 ( )/ 0

( ) ( )
i i i i i

I

i i
x x x x x

R EA u p EA c
= =

= − = −  

(7) 
^ ^ ^ ^ ^

( ) ''' (1)

,3
( )/ 0 ( )/ 0

( ) ( )
i i i i i

I

i i i
y x x x x

R EI w q EI c
= =

= = +  

(8) 
^ ^ ^ ^

( ) '' (2)

,4
( )/ 0 ( )/ 0

( ) ( )
i i i i

I

i i i i
x x x x

M EI w q EI c
= =

= = +  

(9) 
^ ^ ^ ^

( ) (2)

,1 ,2
( )/ ( )/

1

( )i i i i i i

J

i i i i
x x l x x l

i

u u p l c c
EA= =

= = − + +  

(10) 
^ ^ ^ ^

3 2
( ) (4)

,3 ,4 ,5 ,6
( )/ ( )/

1

( ) 6 2i i i i i i

J i i
i i i i i i

x x l x x l
i

l l
w w q c c l c c

EI= =

= = + + + +  

(11) 

 
^ ^ ^ ^

2
( ) (3)

,3 ,4 ,5
( )/ ( )/

1

( ) 2i i i i i i

J i
i i i i i

x x l x x l
i

l
q c l c c

EI
 

= =

= = − − − −  

(12) 
^ ^ ^

( ) (1)

,1
( )/

( )
i i i i

J

i i
x x x l

R p EA c
=

= − +  

(13) 

 

^ ^ ^

( ) (1)

,3
( )/

( )
i i i i

J

i i
y x x l

R q EI c
=

= − −  

 (14) 
^ ^

( ) (2)

,3 ,4
( )/

( ) ( )
i i i

J

i i i i i i
x x l

M q EI l c EI c
=

= − − −  

  ،12و    6های  ه معادل  ؛Jو    Iهای  گره در    ی دوران   رشکلییتغ،  11و    5های  ه معادل 

های  ه معادلو    ی؛برش  یداخل  یروین  ،13و    7های  ه معادل  ی؛محور  یداخل  یروین

هر یک از    ی،سینوساده   منظوربه هستند.    هادر گره   وجودآمدهلنگر به   ،  14و    8

 
1 Local 

  نوشت.   یسی ماتر  هایگروه صورت  به   توانی م ها و نیرویی را  های تغییرشکل ه معادل 

 ست.ها گره   یشماره    K=I,J   ،18الی    15های  س یماتر    در  شایان ذکر است که
( ) ( ) ( )^ ^ ^K K K

ii iiu A c a= −  

 (15) 

( ) ( ) ( )^ ^ ^K K K

i i iir B c b= −  

(16) 

( )^
( ) ( ) ( )[ ]

K
TK K K

i i i iu u w =  

(17) 

^ ^

( )^
( ) ( ) ( )[ ]
i i

K

K K K T
i i

x y

r R R M=  
(18) 

  1( است، که نشانگر محلی   ^های ماتریسی اخیر علامت ) ه معادلی دیگر در  نکته 

معادله  همچنینبودن  است.  المان  هر  های 
( )^ K

iu    و
( )^ K

ir  ب ی ترت  به  

ic. کنندی م  ارائه  را یگاهه یتکهای نیرویی  ها و واکنش های تغییرشکل معادله 

گیری  ی تغییرشکل هستند، که از انتگرال های موجود در معادله ها همان مجهول 

ثابت انتگرالی است، ولی تعداد   6ها برای هر المان، اند و تعداد آن وجود آمده به

ثابت    6،  ثابت انتگرالی است، یعنی هر گره   12ها  های کلی برای المان مجهول

ها هستند. دارد، که همان تغییرشکل و واکنش 
( )^ K

iA    ضرایبic های  ها یا ثابت

های تغییرشکل و انتگرالی در معادله 
( )^ K

iB    ضرایبic   های انتگرالی  ها یا ثابت

  22الی  19ها به صورت روابط  ها هستند، که مقدار آن های واکنش در معادله 

 شود. تعریف می 

( )^

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0

I

iA =

−

 
 
 
  

 

(19) 

 

( ) 3 2^

2

1 0 0 0 0

0 0 1
6 2

0 0 1 0
2

i

J

i i
i i

i

i

l

l l
A l

l
l

=

− − −

 
 
 
 
 
 
 
  

 

(20  ) 

 

( )^

( ) 0 0 0 0 0

0 0 ( ) 0 0 0

0 0 0 ( ) 0 0

iI

i i

i

EA

B EI

EI

−

=

 
 
 
  

 

(21) 

 

( )^

( ) 0 0 0 0 0

0 0 ( ) 0 0 0

0 0 ( ) ( ) 0 0

iJ

i i

i i i

EA

B EI

EI l EI

= −

− −

 
 
 
  

 

(22) 

 

در حالت کلی، 
( )^ K

iA   ها و عدد، و تابعی از طول المان
( )^ K

iB    تابعی از سختی

هستند.  عدد  و  طول،  خمشی،  سختی  محوری، 
( )^ K

ia   و
( )^ K

ib    به بستگی 

 (:26الی    23بارهای خارجی وارد بر المان دارند )روابط  
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(23) 

 
^ ^ ^ ^ ^ ^

( )^
(2) (4) (3)

( )/ 0 ( )/ 0 ( )/ 0

1 1 1
[ ]
( ) ( ) ( )i i i i i i

I

T
i

x x x x x x
i i i

a p q q
EA EI EI= = =

= −  

(24) 
^ ^ ^ ^ ^ ^

( )^
(2) (4) (3)

( )/ ( )/ ( )/

1 1 1
[ ]
( ) ( ) ( )i i i i i i i i i

J

T
i

x x l x x l x x l
i i i

a p q q
EA EI EI= = =

= −  

(25  ) 

 
^ ^ ^ ^ ^ ^

( )^
(1) (1) (2)

( )/ 0 ( )/ 0 ( )/ 0

[ ]
i i i i i i

I

T
i

x x x x x x

b p q q
= = =

= − − −  

(26  ) 

 
^ ^ ^ ^ ^ ^

( )^
(1) (1) (2)

( )/ ( ) / ( ) /

[ ]
i i i i i i i i i

J

T
i

x x l x x l x x l

b p q q
= = =

=  

جالب است که در  
( )^ K

ia ها هم دخیل هستند ولی در ، سختی
( )^ K

ib    که ،

شود. اگر  اثری از سختی مشاهده نمی   ، گاهی استهای تکیه مربوط به واکنش 

شود که نیرو و جابجایی   ای مشخص میبا هم مقایسه شوند، رابطه   این دو ضریب

مجهول در هر گره بود، را   6مجهولی که  12کند. در واقع، را به هم مرتبط می 

عبارتی  کند. یا به ها هستند، تبدیل می icمجهول در هر گره، که همان    3به  

شود، با  یاد می   2جابجایی   -دیگر، روشی که از آن به عنوان روش ترکیب نیرو

 و  wو  uهای ) های معادله یی مجهولروینهای تغییرشکل و  ترکیب معادله 

^و

x

R   و^

y

R   وM  مجهول    6( را بهic  کند. حال برای سادگی کار  تبدیل می

دارند، به دلیل اینکه    3گاه بسته هایی که تکیه توان شرایط مرزی را برای گرهمی

اثر نمی   4ماتریس دوران  ی دیگری که باید در  اعمال کرد. نکته   ,گذارددر آن 

های کلی بسط داده شود، باید  برای حالت  نظرگرفت، این است که اگر این کار

ی  آمده دست دست آورد و ماتریس به ها بهماتریس دوران را در هر یک از گره 

گاه گیردار  کیه ت  I  یگره در    شود  فرضمذکور باید شرایط مرزی را ارضا کند.  

  28و    27توان به صورت روابط  باشد، در این صورت روابط تغییرشکل را می

 نوشت: 

(27) ( ) ( ) ( )^ ^ ^

11 110
I I I

u A c a= → =  

(28) ( ) ( ) ( )^ ^ ^

33 330
I I I

u A c a= → =  

  12اند، خود شامل  بیان شده16و    15های  ها، که در رابطه چهار گروه معادله 

شود، در یک المان تعداد  طور که استنباط می مجهول هستند. همان   12معادله و  

عدد است؛ اما با توجه به    12های تغییرمکان و نیرویی برای دو گره،  مجهول

مجهول،    6مجهول اخیر را به    12توان  ی دیفرانسیل حاکم بر کل المان میمعادله 

ی  اگر به معادله  ی دیفرانسیل هستند، تبدیل کرد.های معادله که همان ثابت 

، تغییرشکل با  2و    1  روابط  در  نمونه  یبرا دیفرانسیل حاکم بر تیر توجه شود،  

است.  رابطه  یافته  ارتباط  نیرو  به  نیرو    نیبی  ه رابطای  و  ی  هنگامتغییرشکل 

ی ساختاری، سینماتیکی، و استاتیکی با هم ترکیب  شود که سه رابطه حاصل می

 شوند.  

1های مسئله به بردار  مجهول 2{ , ,...., }j j j T

nc c c اند، که در آن  تبدیل شدهn  

های مسئله هستند. برای حل سیستم اخیر،  مجهول   j=1,2,…,6تعداد المان و  

های  شود. برای نوشتن معادله های آزاد نوشته  باید شرایط سازگاری و تعادل گره 

 
2 Mixed Force-Displacement Method 
3 Fixed 

های استاتیکی و سینماتیکی  ی کمیت تعادل و سازگاری، ابتدا نیاز است که همه 

منظور عبور از مختصات  یا دوران به   Gبه یک محور کلی ارجاع شوند. ماتریس  

 شود. تعریف می   29ی  محلی به صورت رابطه 

(29) 

 
cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

i i

i i iG

 

 

 
 

= −
 
  

 

i   زاویه ( ی بین محور محلی و کلی𝑥𝐺)5    است. محور محلی در راستای المان

های غیرمقید باید  و محور کلی در راستای افق است. شرط سازگاری در گره 

  د ی ق  و  هستند  صلمتدو المان به هم    هایی کهنوشته شود. از نظر فیزیکی در گره 

  های معادله  نوشتن  با  نیهمچن.  هستند  برابر   هم  با  هاشکل ر ییتغ،  ندارند  خارجی

  وارده   یروین  با  زین  اعضا  ی داخل  یها واکنش  مجموع  ی مذکور، هاگره   در  تعادل

𝑢1  ،عنوان مثال. به هستند  برابر  هم  با  گره  آن  بر
(𝐽)

= 𝑢2
(𝐼)    بدان معناست که

  30روابط    برابر است.  2المان    یابتدا  شکلر ییبا تغ  1المان    یانتها   شکلر ییتغ

 اند.ارائه شده   2شکل    برای گره های غیرمقید در    41الی

(30) ( ) ( )^ ^
( ) ( )

1 21 2 1 2

J I

J Iu u G u G u= → =  

(31)   ( ) ( ) ( ) ( )^ ^ ^ ^

1 2 1 21 1 2 2 1 2

J I J I

G A c G A c G a G a− = −  

(32) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 21 2

J I J I

A c A c a a− = −  

(33) ( ) ( )^ ^
( ) ( )

1 21 2 1 2

J I

J I B Br r f G r G r f+ = → + =  

(34) ( ) ( ) ( ) ( )^ ^ ^ ^

1 2 1 21 1 2 2 1 2

J I J I

BG B c G B c G b G b f+ = + +  

(35) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 21 2

J I J I

BB c B c b b f+ = + +  

(36) ( ) ( )^ ^
( ) ( )

2 32 3 2 3

J J

J Ju u G u G u= → =  

(37) ( ) ( ) ( ) ( )^ ^ ^ ^

2 3 2 32 2 3 3 2 3

J J J J

G A c G A c G a G a− = −  

(38) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 2 32 3

J J J J

A c A c a a− = −  

(39) ( ) ( )^ ^
( ) ( )

2 32 3 2 3

J J

J J C Cr r f G r G r f+ = → + =  

(40) ( ) ( ) ( ) ( )^ ^ ^ ^

2 3 2 32 2 3 3 2 3

J J J J

CG B c G B c G b G b f+ = + +  

(41) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 2 32 3

J J J J

CB c B c b b f+ = + +  

4 Rotation Matrix 
5 Global 
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از نیروهای    fهای اخیر، ماتریس این تذکر لازم است که در معادله  متشکل 

حال  .  خارجی وارد بر هر گره از سازه و نام هر گره در بالای آن نوشته شده است

  42به صورت روابط    41، و  38،  35،  32،  28،  27های  شکل ماتریسی معادله 

 آیند. دست می های مسئله به ها مجهولارائه شده است، که با حل آن   45الی  

(42 ) Dc d=   

 

 

(43 ) 

( )

1

( )

3

( ) ( )

1 2

( ) ( )

1 2

( ) ( )

2 3

( ) ( )

2 3

0 0

0 0

0

0

0

0

I

I

J I

J I

J J

J J

A

A

A A
D

B B

A A

B B

−
=

−

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

 

(44 ) 

( )

1

( )

3

( ) ( )

1 2

( ) ( )

1 2

( ) ( )

2 3

( ) ( )

2 3

I

I

J I

J I B

J J

J J C

a

a

a a
d

b b f

a a

b b f

−
=

+ +

−

+ +

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

(45 ) 
1

2

3

c

c c

c

 
 

=
 
  

 

که   است  ذکر  .  است  26الی    19  روابط  به  وابسته  خود  42ی  ه معادلشایان 

اخیر،ه معادل های  مجهول درا  است،  c  سی ماتر  های  هر  از    یه ی که  آن 

 icهای  هر یک از ماتریس .  استشده    لیتشک  3cو  ،  1c    ،2c  یهاس ی ماتر

یک بردار    cای است، که درنهایت برای مثال ماتریس  مؤلفه   6یک بردار ستونی  

 المانی است. ی سه ی برای یک قاب ساده مجهول  18  ستونی

 های با تعداد اعضاء دلخواه. الگوریتم حل برای قاب3
که    ،دیآی دست مهب  42ی  معادله   تی درنها  ی ذکرشده،شنهادیروش پ  یتوسعه   با

  مخصوص   یهاافزارنرم از    توانی م  آنحل    یبرا  که  ،است  یسی ماتر  یمعادله   کی

ی نهایی برای  ، را، که معادله 42ی  معادله   .کرد  استفاده  یاضیر   هایه معادل   حل

قاب  چنددهانه حل  نیروهای  ترکیب  روش  به  دوبُعدی  است،    -ی  جابجایی  

خود  Dطورکلی، ماتریس  عضو توسعه داد. به   nتوان برای هر قابی با تعداد  می

ماتریس  از  ماتریس متشکل  جمله  از  دیگری،  های  های 
( )^ K

iA  ،
( )^ K

iB  و 

تعداد ستون   صفر  سی ماتر با   Dهای ماتریساست.  المان( و    nبرابر  )تعداد 

های است. از آنجایی که ماتریس   n2تعداد سطرهای آن برابر با  
( )^ K

iA    و
( )^ K

iB

تبدیل    n6×n6به یک ماتریس    Dهستند؛ درنهایت ماتریس    3×6، به صورت  

های  شود. ترتیب قرارگیری ماتریس می
( )^ K

iA    و
( )^ K

iB    اینگونه است که ابتدا

هایی که  های اول، گره ها از سمت چپ به راست در سطر گذاری المان با شماره 

های  شوند، سپس با نوشتن معادله گاه وجود دارد )مقید( نوشته می ها تکیه در آن 

با رعایت تعادل در گره  از سمت چپ به راست دیگر  های دیگر  کردن حرکت 

از نوشتن     41، و  38،  35،  32های  شود. معادله های ماتریس هم نوشته می سطر 

اند،  آمده   دست به   Cو    Bهای غیرمقید  در گره   2شکل  های تعادل برای  معادله 

ترتیب در ماتریس   به  از مجهولcاند. ماتریس گرفته  قرار  Dکه  های  ، که 

، که  dآید. ماتریس  می  دست به   42ی  است، با حل معادله مسئله تشکیل شده  

از ماتریس های   1و تعداد ستون آن همیشه    n2تعداد سطر های آن   است، 
( )^ K

ia    و
( )^ K

ib    هستند؛    3×1های  ها خود ماتریس است، که آن تشکیل شده

شود. ترتیب نوشتن آن  تبدیل می   n6× 1به یک ماتریس    dدر نتیجه، ماتریس  

های مقید و بعد از  است، یعنی ابتدا از سمت چپ گره  Dهم مانند ماتریس  

، بردار  42ی  شود. درنهایت، برای حل معادله های غیرمقید نوشته می آن گره 

 شود. حاصل می Dدر معکوس ماتریس   dها از ضرب ماتریس  مجهول

 های عددی و بررسي نتایج. مثال4
  ی اقاب صفحه سه    ،کارایی روش پیشنهادی   دادننشان   منظوربه در بخش حاضر،  

  روش   که  است  اند. این تذکر لازمشده   لی تحل  هااعضا و دهانه   یجیتدر   شیبا افزا

و روش     12.0.0Mathematica ver  افزارنرم  طی مح  در  ی تحت کدیشنهاد یپ

است.    ه توسعه داده شد   [42  و  41]،OpenSeesافزار  نرم  بسترمحدود در    ءاجزا

از نوع    اعضا  شده، سه قاب انتخاب هر  در  محدود    ءروش اجزا  بندیمنظور شبکه به

beam element  المان در نظر گرفته    کیمتر    5/0هر    ءبه ازا  بندیدر شبکه   و

 .انده شد 

 . مثال اول.41
 با این مشخصات در نظر گرفته شده است:   2شکل    ی مطابق  عضو   سه  قابیک  
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 ی المان است(.شماره iهای حاکم بر هر المان ).  معادله.41.1
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برای  42ی برش است. با حل معادله  Tلنگر، و   Mخیز،  Wها، که در آن 

به آن اشاره شده   1در پیوست آید، که دست می به  c، مقدار ماتریس  2شکل 

 است. 

ماتریس  .  .42.1 مقادیر  قراردادن  معادله   cبا  در  در  المان  هر  بر  های حاکم 

آیند. مقادیر  دست می های خیز، لنگر، و برش هر المان به، معادله 1.1.4زیربخش  

 شود و با مقادیر )طول المان( تعیین می  lتا    0ی  های اخیر در بازه معادله 
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از روش    3جدول  و خیز در    2جدول  ، برش در  1جدول  ی لنگر در  شده محاسبه 

  از   عضو  هر  ه است،شد   اشاره  قبلاً  که  طورهمان اند.  اجزاء محدود مقایسه شده 

روش جابجایی    محدود  ءاجزا  یعدد  روش  به  لیتحل  در  قاب یک  عنوان  )به 

 6ستون -ی تیر ها از المان  کی که هر  ،شودی م یبندم یالمان تقس  10( به مرسوم

  یی جابجا) ی  آزاد  یدرجه   3  ای   یاصلمجهول    3  شامل  زیگره و هر گره ن  2  یدارا 

  ،قاب ساده    کی  یبرا  نیرا ی. بنااست(  دوران  و   آن  بر   عمود  و  المان  یراستا  در

  های ه ها، تعداد درج شده است. با توجه به تعداد گره  جادیگره ا 31المان و  30

  عدد   81  به  یسازگار  و  یگاهه ی تک  طی شرا  اعمال  با  بوده است؛ که  93کل    یآزاد 

  ها مجهول   سیماتر   لی به تشک  ازین  ی،به روش عدد  لیتحل  ی.  برااندیافته   کاهش

از تحل  81×1  سیماتر با ابعاد   ها  مجهول   ی،به روش عدد   لی است. سپس بعد 

 نقاط    یو برا  نییتع  شدهی فرض هااز گره   کی   هر  در  فقط  ها و دوران()جابجایی 

 
6 Beam-Column 

همچنین    است.  ریپذ امکان   هی ثانو  لیو تحل  شوندی ماستفاده  از توابع شکل    گرید

  به   کهی  حال  در  گاهی نیز به تحلیل ثانویه نیاز است.برای تعیین نیروهای تکیه 

که پس از    است،  18  ها، تعداد مجهولحاضر  در پژوهش  یشنهاد یپ  روش  کمک

اگر در    است  ذکر  شایان.   آینددست می به   دقیقاً  نقطه  هر  در   هاپاسخ   لیتحل

باشد  دقت  شیافزا   ،محدود  ءاجزا  یروش عدد  بندی  شبکه تعداد    دیبا   ؛مدنظر 

  های مجهول  سی ماتر  لی تشکبه    منجر  خود که    شود،  داده  شیافزا  زین  هاالمان 

م  لیتحلجهت    یمحاسبات  تلاش  زمان  لذاو    شودی م  یتربزرگ  بالا  . بردی را 

   در   شده از روش ترکیبیتعیین  زیخ  و  ،برش  لنگر،  ریمقاد   به  مربوط  یهانمودار 

می   3شکل   مقایسه مشاهده  با  جواب شود.  روش    آمدهدست به های  ی  دو   از 

  شود که تفاوت ناچیزی با جابجایی  و اجزاء محدود مشاهده می-پیشنهادی نیرو

هم دارند. 

 .محدود ءاجزا روش با  یيجاجاب -روین بیترک روش از  آمدهدستهب لنگر یهسیمقا .1جدول 

Bending Moment 
Number of 

Element 
Finite Element Method Mixed-Forced Displacement Method 

Max value End node First node Max value End node First node 

35202 24462 -35202 35202.4 24461.6   -35202.4 Element1 
30310 30310 -24462 30309.5 30309.5 -24461.6 Element2 
30310 30310 -38059 30309.5 30309.5 -38059.4 Element3 

 .محدود ءاجزا روش با  یيجاجاب -روین بیترک روش از آمدهدستهب برش  یهسیمقا .2جدول 

Shear 
Number of 

Element 
Finite Element Method Mixed-Forced Displacement Method 

End node First node End node First node 
11933 11933 11932.8 11932.8 Element1 
-16258 -5651 -16257.5 -5650.93 Element2 
13674 13674 13673.8 13673.8 Element3 

 .محدود ءاجزا روش با  یيجاجاب -روین بیترک روش از  آمدهدستهب زیخ  یهسیمقا .3جدول 

Deflection 
Number of 

Element 
Finite Element Method Mixed-Forced Displacement Method 

Max value End node First node Max value End node First node 
0.005982 0.005982 0 0.0059822 0.0059822 0 Element1 
0.00018 -0.000034 0.000012 0.00018 -3.38699e-5 1.17728e-5 Element2 
0.00349 0.005965 0 0.003490082 0.00596476 0 Element3 

 

 
 

 . المان 3  با ساده قاب زیخ  نمودار( c) ؛المان 3  با  ساده قاب برش نمودار( b) ؛المان 3  با ساده قاب لنگر نمودار( a) .3شکل 

 

(a) (b) (c) 
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 . مثال دوم.42  
 با این مشخصات در نظر گرفته شده است.  4شکل    مطابق    عضو  5قابی با  
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 های حاکم بر هر المان. معادله.41.2
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آید، که در  دست می به  cمقدار ماتریس    ،4شکل    برای  42ی  با حل معادله 

 است. به آن اشاره شده    2پیوست  

المان در  در معادله   cبا قراردادن مقادیر ماتریس   ..42.2 های حاکم بر هر 

  آیند؛ که  دست می های خیز، لنگر، و برش هر المان به ، معادله 1.2.4زیربخش  

جدول    ی لنگر درشده تعیین و با مقادیر محاسبه   lتا    0ی  ها در بازه مقادیر آن 

های  از روش اجزاء محدود )با فرض مش   6جدول  و خیز در    5جدول  ، برش در  4

های مربوط به مقادیر لنگر، برش، و خیز  است. نمودار متری( مقایسه شده   5/0

ی  ها جواب ی  ه سی مقاشود. با  مشاهده می  5شکل  حاصل از روش ترکیبی در  

  ها پاسخ   تطابقجابجایی و اجزاء محدود،   -آمده از دو روش ترکیب نیرودست به

   .است  مشهود

اندازه  اگر  است  ذکر  مششایان  محدود  ی  اجزاء  تحلیل  در  )به    5بندی  متر 

گره   6المان و  5 دو دهانه از مثال دوم به قابی طول عضو( لحاظ شود، اندازه 

ی  درجه   18کل    یآزاد  هایه ها، تعداد درج . با توجه به تعداد گره شودتفکیک می 

 به ی آزادی  درجه   ی،سازگار  و  یگاه ه یتک  طی شرا  اعمال  باخواهد شد؛ که    آزادی

  س ی ماتر   لی به تشک  ازینبا کمک روش عددی،    لیتحل  یبرا  بنابراین،  .رسدیم  9  

ابعاد    هامجهول تحل  بعداست. سپس    9×1با  )جابجایی مجهول  ،لیاز  و ها  ها 

 جابجایي با روش اجزاء محدود. -آمده از روش ترکیب نیرودستی لنگر بههس. مقای4جدول 

Bending Moment 
Number of 

Element Finite Element Method Mixed-Forced Displacement Method 
Max value End node First node Max value End node First node 

6235 6235 11799 6234.797852 6234.797852 -11799.43975 Element1 
14742 14742 -6235 14742.13146 14742.13146 -6234.797852 Element2 
14038 14038 15610 14037.8402 14037.8402 -15609.8157 Element3 
12514 12514 704 12513.94658 12513.94658 704.2912628 Element4 
12514 -12514 14804 12513.94658 12513.94658 -14804.15992 Element5 

 جابجایي با روش اجزاء محدود. -آمده از روش ترکیب نیرودستبه برش  یهسیمقا. 5جدول 

Shear 
Number of 

Element Finite Element Method Mixed-Forced Displacement Method 
End node First node End node First node 

3607 3607 3606.84752 3606.84752 Element1 
-11695 3305 -11695.38586 3304.614138 Element2 
5930 5930 5929.53118 5929.53118 Element3 
-9862 5138 -9861.931063 5138.068937 Element4 
5464 5464 5463.6213 5463.6213 Element5 

 جابجایي با روش اجزاء محدود. -آمده از روش ترکیب نیرودستی خیز بههسیقا. م6جدول 

Deflection 
Number of 

Element 
Finite Element Method Mixed-Forced Displacement Method 

Max value End node First node Max value End node First node 
0.002261 0.002261 0 0.002260948 0.002260948 0 Element1 
-0.000007 -0.000035 -0.000007 -6.88461e-6 -3.50697e-5 -6.88461e-6 Element2 
0.002237 0.002237 0 0.002237212 0.002237212 0 Element3 
0.000026 -0.000021 -0.000035 1.03048e-5 -2.05457e-5 -3.50697e-5 Element4 
0.002226 0.002226 0 0.00222583 0.00222583 0 Element5 

 

 
المان تحت بار گسترده و متمرکز جانبي. 5دهانه با   2ی . قاب ساده4شکل   



 و همکاران  امیرحسین بحرینی -ییجابجا - روین ب یترک یلیتحل روش با یعدبُود یاصفحه  یهاقاب لیتحل

21 

 

برا  شوندیم  نییتع   شدهی فرض هااز گره   کی   هر  در  فقط  دوران( تعیین    یو 

  که ی  حال  در  ذکرشده استفاده کرد.از توابع شکل باید   گرینقاط د های  جابجایی 

،  عضو(   5ها )حاضر با همان تعداد المان   در پژوهش  یشنهاد ی پ  روش  کمک  به

  از قاب   نقطه  هر   در  هاپاسخ  ،لیتحلکه پس از  رسد،می   30به    هاتعداد مجهول 

بنابراین، حجم و تلاش محاسبات در روش پیشنهادی با  .  آینددست می به   یقاًدق

شروط ذکرشده نسبت به روش اجزاء محدود بیشتر خواهد شد، اما دقت روش  

 پیشنهادی همچنان بیشتر است. 

 . مثال سوم .43

 با این مشخصات در نظر گرفته شده است.     6شکل  مطابق    عضو  10قابی با  
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 های حاکم بر هر المان.  معادله.41.3
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  آید، که دردسککت میبه  c، مقدار ماتریس6شکککل  برای    42ی  با حل معادله

  است.به آن اشاره شده    3پیوست  

های حاکم بر هر المان در  در معادله   cبا قراردادن مقادیر ماتریس   . .42.3

آیند؛ که  دست می های خیز، لنگر، و برش هر المان به ؛ معادله 1.3.4زیربخش  

ی لنگر  شده شوند و با مقادیر محاسبه )طول المان( تعیین می  lتا    0ی  در بازه 

از روش اجزاء محدود مقایسه    9جدول  ، و خیز در  8جدول  برش در  ،  7جدول    در

 
 . المان 5  با ساده قاب زیخ نمودار( c) ؛المان 5  با ساده قاب برش نمودار( b) ؛المان 5  با ساده قاب لنگر نمودار( a) .5شکل 

 .محدود ءاجزا روش با  یيجاجاب -روین بیترک روش از آمدهدستهب لنگر یهسیمقا .7جدول 

Bending Moment 
Number of 

Element 
Finite Element Method Mixed-Forced Displacement Method 

Max value End node First node Max value End node First node 
18762 18762 -28303 18761.52331 18761.52331 -28303.58507 Element1 
20974 20974 -24612 20973.79376 20973.79376 -24611.99163 Element2 
25901 25901 -31804 25901.35322 25901.35322 -31804.21711 Element3 
25866 25866 -21754 25866.21513 25866.21513 -21754.26828 Element4 
17608 17608 -27623 17607.75527 17607.75527 -27622.56602 Element5 
8890 8890 -5850 8890.46355 8890.46355 -5850.468319 Element6 
17634 17634 -8890 17634.35559 17634.35559 -8890.46355 Element7 
19985 19985 -16827 19984.61415 19984.61415 -16826.70883 Element8 
15189 15189 -2350 15189.28529 15189.28529 -2350.258556 Element9 
15189 15189 -8258 15189.28529 15189.28529 -8258.459858 Element10 

 

 
المان تحت بار گسترده و    10طبقه با  2دهنه و  2ی قاب ساده .6شکل 

 متمرکز جانبي. 
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های مربوط به مقادیر لنگر،  ، نمودار7شکل  اند، که تطابق خوبی دارند. در  شده 

می مشاهده  پیشنهادی  روش  از  حاصل  خیز  و  ابرش،  روش    تیمز  زشود. 

بودن پاسخ  و در دسترس   ،قاب، سهولت استفاده  قیدقتوان به حل  ی م  یشنهاد یپ

  و درنظرگرفتن آثار محوری اعضاء قاب   به انتخاب گره  ازیدر هر نقطه بدون ن

  .کرد  اشاره

 گیرینتیجه  .5
حاضر،    در   های قاب   تحلیل  منظوربه جابجایی     -رو ین  یبیترک  روشپژوهش 

تعادل و    طیهمزمان شرا   گرفتندرنظر   با  ؛ کهاست ارائه شدهدوبُعدی  ای  صفحه 

. د ن دهی م  لیتشک   را  یاصفحه   یهاقاب   بر   حاکم  های ه معادل  دستگاه  ی،سازگار

  د یتول  یمحل  مختصات  در  یمحورتک   ءاعضاحاکم بر    لی فرانسی د  هایه معادل   ابتدا

  نظر   درمسئله    مجهول  یرهایعنوان متغبه   یانتگرال  هایثابت   ی،ریگو با انتگرال

کد    قالبدر    یساز اده ی پ  قابل  یسادگبه   یشنهاد یروش پ  تمیالگور.  اندشده   گرفته

 ها  قاب   لیمرسوم تحل  یهاروش  یبرا  ینی گزیعنوان جا تواند به یو م  است  یاانه ی را

در هر    قیدق  پاسخ  افتنی توان به  یم  یب یروش ترک  یهات ی مز. از  شود  استفاده

  ی سادگ   م،یتعم  قابل  و  ساده  تمیالگور  ،یبندشبکه به    ازینقطه از سازه بدون ن

منظور  به .  کرد  اشاره  پردازشپس   به  ازین  عدم  و  ،نینامع   یهاقاب   یبرا   حل

اعضا و   یجی تدر  شیبا افزا  یاسه قاب صفحه   مذکور،  روش  اییکار  یسازروشن 

  اء اجز روشپاسخ ها با  یه سی مقاروش با  ییآزمای . راست انده شد لی ها تحلدهانه 

است؛ که  رفتیپذ محدود صورت   پاسخ   آمده،دست به  جی نتا ه  نشان  تطابق  را  ها 

.اند شده   رسم  یانتخاب  یهاقاب   رمکانییتغ  و  ،خمش  برش،  ینمودارها  و  دن دهیم

 . محدود ءاجزا  روش با یيجاجاب -روین بیترک روش از  آمدهدستهب برش  یهسیمقا .8جدول 

Shear 
Number of 

Element Finite Element Method Mixed-Forced Displacement Method 
End node First node End node First node 

9413 9413 9412.821677 9412.821677 Element1 
-9117 -9117 -9117.157079 -9117.157079 Element2 
11541 11541 11541.11406 11541.11406 Element3 
-9524 -9524 -9524.096684 -9524.096684 Element4 
9046 9046 9046.064258 9046.064258 Element5 
2984 2984 2984.186374 2984.186374 Element6 

-12805 2195 -12804.96383 2195.036171 Element7 
7362 7362 7362.264596 7362.264596 Element8 

-11008 3992 -11007.90877 3992.091231 Element9 
4690 4690 4689.54903 4689.54903 Element10 

 .محدود اجزا  روش با یيجاجابه -روین بیترک روش از  آمده  بدست زیخ  یهسیمقا .9جدول 

Deflection Number 

of 

Element 
Finite Element Method Mixed-Forced Displacement Method 

Max value End node First node Max value End node First node 
0.004928 0.004928 0 0.004927558 0.004927558 0 Element1 
0.000147 -0.000034 0.000014 0.000146785 -3.41461e-5 1.44211e-5 Element2 
0.00491 0.00491 0 0.004909776 0.004909776 0 Element3 

0.000385 -0.000043 -0.000034 0.000385077 -4.2775e-5 -3.41461e-5 Element4 
0.004901 0.004901 0 0.0049007 0.0049007 0 Element5 
0.00902 0.00902 0.004928 0.009020482 0.009020482 0.004927558 Element6 
0.00001 -0.000069 0.00001 9.84809e-6 -6.91399e-5 9.84809e-6 Element7 

0.008995 0.008995 0.00491 0.008995375 0.008995375 0.004909776 Element8 
0.000004 -0.000066 -0.000069 4e-6 -6.57082e-5 -6.91399e-5 Element9 
0.008986 0.008986 0.004901 0.008985605 0.008985605 0.0049007 Element10 

 

 . المان 10  با ساده قاب زیخ نمودار(  c) ؛المان 10 با  ساده قاب برش نمودار(  b) ؛المان 10 با ساده قاب لنگر نمودار( a) .7شکل 
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c برای مثال اول (  پیوست 1 )مقادیر به دست آمده ی ماتریس   
 

1 5

1 0.2354552680462094 10c −=   

2

1 0c =  

3 5

1 37.290031773506646 10c −= −   

4 5

1 110.00762360632475 10c −=   

5

1 0c =  

6

1 0c =  

1 5

2 0.1277995763532447 10c −= −   

2 5

2 598.219633131004 10c −=   

3 5

2 17.659145103465697 10c −=   

4 5

2 76.44253526120848 10c −= −   

5 5

2 83.91272086279045 10c −=   

6 5

2 1.1772763402310474 10c −= −   

1 5

3 0.6773970062878016 10c −= −   

2

3 0c =  

3 5

3 42.730598594612775 10c −= −   

4 5

3 118.93572679664533 10c −=   

5

3 0c =  

6

3 0c =  

 

پیوست 2   )مقادی ر به دست آمده ی ماتری س   برای مثال دوم( 
 

2

1 0c =  
1 6

1 1.376922557393458 10c −= −   

4 6

1 368.73249218731557 10c −=   
3 6

1 112.71398501108096 10c −= −   

6

1 0c =  
5

1 0c =  

2 6

2 2260.948131277258 10c −=   
1 6

2 4.747146866518923 10c −=   

4 6

2 194.83743286808874 10c −= −   
3 6

2 103.26919180450917 10c −= −   

6 6

2 6.884612786967266 10c −=   
5 6

2 434.73764829806544 10c −=   

c
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2

3 0c =  
1 6

3 7.013939499782052 10c −= −   

4 6

3 487.8067407062156 10c −=   
3 6

3 185.29784937038561 10c −= −   

6

3 0c =  
5

3 0c =  

2 6

4 2237.212396944662 10c −=   
1 6

4 2.276508874913778 10c −= −   

4 6

4 22.009101963653204 10c −=   
3 6

4 160.564654288163 10c −= −   

6 6

4 35.06969749891038 10c −=   
5 6

4 122.81058640125665 10c −=   

2

5 0c =  
1 6

5 4.109137942824491 10c −= −   

4 6

5 462.6299975698297 10c −=   
3 6

5 170.73816561853335 10c −= −   

6

5 0c =  
5

5 0c =  

 

 پیوست  3 )مقادیر به دست آمده ی ماتری س   برای مثال سوم( 

2

1 0c =  
1 5

1 0.2884217044890889 10c −=   

4 5

1 88.4455783553693 10c −= 
 

3 5

1 29.41506774151249 10c −= − 
 

6

1 0c =
 

5

1 0c =
 

2 5

2 492.7558181606057 10c −= 
 

1 5

2 0.3556401956926527 10c −= − 
 

4 5

2 76.91247385029613 10c −= − 
 

3 5

2 28.49111587189769 10c −= 
 

6 5

2 1.4421085224454455 10c −= − 
 

5 5

2 74.53954500794028 10c −= 
 

2

3 0c =
 

1 5

3 0.6829214772844596 10c −= − 
 

4 5

3 99.38817846164188 10c −= 
 

3 5

3 36.065981452242313 10c −= − 
 

6

3 0c =
 

5

3 0c =
 

2 5

4 490.9776171821422 10c −= 
 

1 5

4 0.1815214678391231 10c −= − 
 

4 5

4 67.98208838870316 10c −= − 
 

3 5

4 29.762802135959387 10c −= 
 

6 5

4 3.414607386422305 10c −= 
 

5 5

4 46.11612415518059 10c −= 
 

2

5 0c =
 

1 5

5 0.8555002272046297 10c −= − 
 

4 5

5 86.32051879784443 10c −= 
 

3 5

5 28.26895080624522 10c −= − 
 

6

5 0c =
 

5

5 0c =
 

2 5

6 1.4421085224454451 10c −= 
 

1 5

6 0.091459840469547 10c −= − 
 

c
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4 5

6 18.282713498103068 10c −= 
 

3 5

6 9.213082418461455 10c −= − 
 

6 5

6 492.7558181606057 10c −= 
 

5 5

6 74.5395450079402 10c −= 
 

2 5

7 902.0482448753133 10c −= 
 

1 5

7 0.5021589010871805 10c −= − 
 

4 5

7 27.78269859420432 10c −= − 
 

3 5

7 6.859488035215988 10c −= − 
 

6 5

7 0.984809320097716 10c −= − 
 

5 5

7 50.78958226768675 10c −= 
 

2 5

8 3.414607386422298 10c −= − 
 

1 5

8 0.6998772941386157 10c −= − 
 

4 5

8 52.58346509832587 10c −= 
 

3 5

8 23.00707686322756 10c −= − 
 

6 5

8 490.97761718214245 10c −= 
 

5 5

8 46.11612415518052 10c −= 
 

2 5

9 899.5374503698778 10c −= 
 

1 5

9 0.1953978762441461 10c −= − 
 

4 5

9 7.344557988096302 10c −= − 
 

3 5

9 12.475285095612197 10c −= − 
 

6 5

9 6.913993857115411 10c −= 
 

5 5

9 21.444988856465075 10c −= 
 

2 5

10 4.277501136023145 10c −= − 
 

1 5

10 0.4586628653918375 10c −= − 
 

4 5

10 25.80768705771217 10c −= 
 

3 5

10 14.65484071831097 10c −= − 
 

6 5

10 490.070009842947 10c −= 
 

5 5

10 78.2407089111572 10c −= 
 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 


