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 :چکیده

  ر ییبر اساس رفتار تغ  ییجاو جابه   روی روابط ن  ب یکه از ترک  پردازدی م  نینامع  یاصفحه  یهاحل قاب   یبرا  یشنهادیروش پ  کی  ییکارا  یبررسحاضر به   تلاش

ابردی زمان بهره مبه طور هم  ریت  یو خمش  یشکل محور ابتدا معادلات د  نی. در  با    یبرنول-لریاو  ریت  یکل  یبراساس تئور  یا سازه  یاعضا   یلیفرانسیروش، 

.  ندیآیها بدست ممعادلات مرتبط با قاب  یانتگرال  یهاثابت   ،ی مرز  طیو اعمال شرا  یلیو سپس با کمک حل تحل  دن شویم  نییتع  یاثرات محور   یر یدرنظرگ

 ج یانجام شده است. نتا  یروش اجزا محدود اعتبار سنج  کشده است و با کم  ل یمتداول تحل  یاصفحه  یهاسه مثال از قاب   ،یشنهاد یروش پ  ییکارآ  زانیم  یبرا 

  ت یقابل  نیو همچناست    کیحل پارامتر  نییتع  یی،جابجا-نیرو  یبیروش ترک  تید. از مزن دار  تطابق خوبیشده از دو روش    نییتع  یهاکه پاسخ  دهدینشان م

پس پردازش ندارد.  لذا    به  یاز ین  یکیو استات  یک ینماتیپاسخ س  تیکم  افتنی  ی. علاوه بر آن برادارد  بالا  دقتدر هر نقطۀ دلخواه از سازه با    هاپاسخ   به  یابیدست

 . قرارگیردمورد استفاده    یچند محور   یاصفحه  یهادر حل قاب  رایج  هایروش   یبرا  ینیگزیجا  کردیرو  کیبه عنوان    تواندی روش م  نیا
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Abstract:  
This paper investigates the effectiveness of the mixed forced-displacement method for solving indeterminate 

plane frames that combine force and displacement relations based on the beam’s axial and bending deformation 

behavior simultaneously. In this method, the differential equations of all structural members are determined based on 

the general theory of the Bernoulli beam by considering the axial effects, in the following with the help of an analytical 

solution and application of boundary conditions, the integral constants of the equations related to the uniaxial frames 

of the structure are obtained. For the effectiveness of the proposed method, three examples of common frames have 

been analyzed and validated with the finite element method. The results show that the answers determined by the two 

methods are completely consistent. One of the advantages of the combined displacement-force method is determining 

the parametric solution as well as the high accuracy of this method. In addition, it does not need post-processing to 

find the quantity of kinematic and static responses. Therefore, this method can be used as an alternative approach to 

the finite element method in solving multi-axial plane frames. Moreover, its capability to handle intricate loading and 

various boundary condition configurations highlights the method's efficiency. Furthermore, the method simplifies the 

simultaneous influences of material and geometric nonlinearities in the analysis process. Material nonlinearities, such 

as yielding and hardening, are accommodated by adjusting the stiffness matrix. In contrast, geometric nonlinearities 

arising from significant displacements are addressed through iterative updates of the displacement field until 

convergence is achieved. In summary, the mixed displacement-force method is a comprehensive and efficient tool 

for the 2D frames analysis. The ability to provide accurate results without the need for complex numerical simulations 

increases the importance of this method in the range of structural analysis techniques. Future research efforts could 

examine developing the process to three-dimensional frames and investigating its application in the performance-

based design and analysis areas. 

 

Keywords: Plane frames, indeterminate structures, mixed force-displacement method, Euler–Bernoulli beam 

equation, analytical method. 
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  اهمیت پژوهش مقدمه و  ـ ١
 ها یافتن روش تحلیلی دقیقساااازهترین مسااااتل تحلیلیکی از مهم

معادلات    کردیاز روبهره گیری   باشااد.می  نینامع  ایصاافحه  یهاقاب
  ی هاا حال قااب  یبرا  یابزار کل  کیاتواناد باه عنوان  یم  لیافرانساااید

  معاادلات   بر  یمبتن  یهااروش  میتعم  شاااود.درنظرگرفتاه یاصااافحاه
 .اسات  توجه  درخور  یموضاوع   یمحورچند  یهاقاب  یبرا لیفرانساید

  ها آنباشاند که حل دارای تکینگی می ساازه بر  حاکم  معادلاتبعضای  
 برونگرابر  ،[1]ی  مکاال  آثااررویکرد تاک محوری قاابال حال نیسااات.    باا
تفااده از ساااا  [14-4]و دیگر پژوهشاااگران    [3]  ، کاار فاالساااون[2]
 .کندوصیه میرا ت یبیترک  یهاکردیرو
هاای بسااایااری تلاش  معاادلات نوع  نیا  یهااپااساااخ  افتنیا  منظور  باه

  ، یلیتحل یهاروش ازاساتفاده   با  پژوهشاگران. اسات  رفتهیپذ  صاورت
اماا یاافتن یاک   ،دپردازیم  معاادلات  نیا  حال  باه  یعاددو    یلیتحل  ماهین

تواند  می  روش دقیق و سااده که بتواند تمامی مسااتل را پوشاه دهد،
  کاانی،   هاای عاددی ماانناد اجزا محادود،جاایگزین منااسااابی برای روش

کارهای انجام شاده در این زمینه بسایار   .[15]شایب افت و ییره باشاد
، پیه  [16]گسااترده اساات. تحلیل دینامیکی ییر خطی قاب پرتال

بینی تغییر شاکل قاب های سااده بتنی با اساتفاده از یک رویکرد ییر 
، تحلیال ییر خطی قااب هاای سااااده باا تعاامال بین [17]مساااتقیم

، محاسبه تغییر مکان سازه تحت اثر [18]تغییرشکل برشی و خمشی
، طراحی دال هاای دو  [19]پیچه باا فر  رفتاار ییر خطی ساااازه

، تحلیل و  [20]طرفه و بهینه ساازی آن با اساتفاده از معادلات ریاضای
، تحلیل دینامیکی ساازه با اساتفاده از [21]های فولادیقابطراحی 

، تحلیال ساااازه هاای بتنی باا  [22]رویکرد هاای انتگرالگیری عاددی
ها  ، شابیه ساازی پاساخ ساازه[23]جاییاساتفاده از روش نیرو و جابه

,  24]جاییجابه–برابر زمین لرزه با اسااتفاده از روابط ترکیب نیرودر 
ای ساازه بتنی و فولادی با اساتفاده از روش نیرو و  ، طراحی لرزه[25
 لیاتحل  ،[27]هاای دوگااناه باه روش کاانیتحلیال قااب  ،[26]جااییجااباه

به عنوان    لیفرانسااید  لیارتعاش خطوط لوله با اسااتفاده از روش تبد
بر   کیاو مطاالعاه پاارامتر  یعادد  لیاتحل  ،[28]یاک روش نیماه تحلیلی

روش   ،[30]دهیاچیپ   یهااقااب  حال  ،[29]یچناد درجاه آزاد  یهااقااب
  ولویتون  از  ییجااجااباه  روش  ،[31]هااقااب  یمحادود برا اجزا  ییجااهجاابا
 کیپلاسات الاساتو  یهاقاب ریت المان لیتحل  ،[33,  32]یکارنوساک  و
 یشااکل و المان برارییتغ یهاروش  ،[34]بزرگ  ییجاجابه کی یبرا
,  36]روین روش از اسااتفاده  با یرخطیی   یهاقاب لیتحل  ،[35]هاقاب
دارای پیه    یهاسااازه لیتحل یبرا  افتهیتوسااعه    ییرویروش ن  ،[37

  س یروش ماتر  ،[38]داریپا  نینامع  یکینماتیو سا  یکیاساتات  تنیدگی
باه روش  یلرزه ا  یطراح  ،[39]  یبرشااا  واریدقااب هاای   یانتقاال برا
از جملاه مواردی    [40]یفولاد  یهااقااب یبرا  ییجااهجاابا-روین  یبیترک

هاا و تعمیم آن برای تحلیال و طراحی تیراسااات کاه در راساااتاای  
  .ای صورت پذیرفته استصفحههای  قاب
یاا    و  ییجااجااباه  یهااروشفقط یکی از    هاای مرساااوم معمولاًروش
  باا   یساااخت بر  یمبتن  یهااروش  باا  لیاتحل.  گیرنادباه کاار می رانیرویی  
  شاااود، یداده م  حیترجهای نرمی  به روش  هاساااازه  ینینامع هیافزا

ها با درجه نامعینی  های نیرویی برای سااازهقابل ذکر اساات که روش
جاایی  هو جاابا  روین بر  یمبتنهاای  اسااات. ترکیاب روش  کمتر کااربردی

جایی  های مساتقل نیرویی یا جابهتواند محدودیت هر یک از روشمی
معادلات  سازی  مدل  ،جاییهجاب-را مرتفع کند. در روش ترکیبی نیرو
پس از تحلیل  صاورت پذیرفته و عضاوحاکم )خمشای و محوری  هر  

  ، یبه طورکل  .شااودمجهول بصااورت ثوابت انتگرال هاهر می  6اولیه، 
باید شاارایط مرزی متناهر با هر یک از  انتگرالیثابت    6تعیین  رایب

  ی شاانهادیپ   روش  در  یمحاساابات  یایمزا رظن ازگردد.  اعمال   هاالمان
 باه  تاا شاااود حال  یسااایمااتر  معاادلاه  دیاباا  تیانهاا در  کاه  گفات توانیم

 در  اما ساتین  کار در یادهیچیپ   محاسابات  و رساید مسائله مجهولات
  ساااازه  هرچاه کاه  گفات  توانمی این روش  یمحااساااباات  بیامعاا  مورد
و   زمان  صارفا  و شاودیم  بزرگ به نسابت  یینها  سیماتر  باشاد بزرگتر
 در  مورد  نیا  ذکر اسااات کاه. لازم باه  رودیم  باالا  محااسااابااتحجم  
 . است  صادق  های دیگر نیزروش
 لیتحل یبرا متداول  یسایماتر زیآنال ی،شانهادیروش پ   با ساهیمقا در
  برد یم  بهره ینرم  او ی یساخت  سیماتر یک با اساتفاده ازفقط ها  ساازه
 یبیتر مناسااب باشااد اما روش ترکساااده  یهاسااازه  یبرا  تواندیو م
و   تردهیچیپ   یهاسااازه لیتحل یبه صااورت خاب برا ییجابجا-روین
  استفاده  ینرمو   یدو روش ساخت بیو از ترک  شاودیاساتفاده م  نینامع
و    کمترمعمولاً    یسااایماتر  زیآنال  ،سااارعت و حجممورد   در  .کنادیم
  باشاد   محدود  موارد  یبرخ در  اسات  ممکن  آن  دقت  اما اسات، ترعیسار
  اساتبیشاتر   ییجابجا-روین  یبیروش ترکحجم محاسابات  کهیدر حال
  اراته  دهیچیپ   یهاسااازه  یبرا یبهتر  جینتا  تواندیم و  اساات یقدق  اما
روش در   معادلات حاکم بر یمرز  طیشارا اعمال  از طرفی دیگر  .دهد
به طور کلی،   .تر اساتسااده  یسایماتر لیبا تحل  ساهیمقا در یشانهادیپ 

آن، دقت مورد   درجه نامعینیانتخاب بین این دو روش به نوع ساازه،  
 .نیاز و منابع محاسباتی در دسترس بستگی دارد

در مورد  لیفرانسایمعادلات د کردیرو  یتوساعه  پژوهه نیا  ازهدف  
روش  روابطحاضاار، ابتدا به   تلاشدر  اساات.  یچند محور  یهاقاب
با   یکیاسااتات  قاب سااهو سااپس   ه اسااتشاادجابجایی پرداخته  -نیرو
برای نشاان دادن کارایی روش   هاتعداد اعضاا و دهانه  یجیتدر هیافزا
کمک روش  به  هاقاب  ،اعتبار ساانجی این روش  منظور  بهشااد.  اراته  

جاابجاایی  -پیشااانهاادی نیروروش    بااهاا  پااساااخ  واجزا محادود تحلیال 
گیری پژوهه حاضاار پرداخته  اند. در پایان، به نتیجهشاادهمقایسااه  
  شده است.
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مطابق    یو درجات آزاد  یمحل مختصااتهر عضاو از ساازه ابتدا  یبرا

 .[15]است  شده  یمعرف 1شکل 
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 :را درنظر بگیرید 2شکل 

 
  متمرکز  و  گسترده یروین   تحت المان  3 یدارا دهنه ک ی  ساده: قاب 2شکل 

 ی جانب

به صاورت افقی یا عضاو ساتون به صاورت قاتم   رساتونیت اعضاابرای 
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x x l x x l
i

l l
w w q c c l c c

EI= =

= = + + + +  

(11  
 ^ ^ ^ ^

2
( ) (3)

,3 ,4 ,5
( )/ ( )/

1

( ) 2i i i i i i

J i
i i i i i

x x l x x l
i

l
q c l c c

EI
 

= =

= = − − − −  

(12  
^ ^ ^

( ) (1)

,1
( )/

( )
i i i i

J

i i
x x x l

R p EA c
=

= − +  

(13  
 

^ ^ ^

( ) (1)

,3
( )/

( )
i i i i

J

i i
y x x l

R q EI c
=

= − −  

(14  
^ ^

( ) (2)

,3 ,4
( )/

( ) ( )
i i i

J

i i i i i i
x x l

M q EI l c EI c
=

= − − −  

 

  معادلات   ،Jو   Iهایگرهدر   یدوران  رشاااکلیی  تغ11  و )5)  معادلات
)7)  معااادلات  ،یمحاور  یداخلا  یرویانا   12)  و   6) و  نا13     یرو یا  

  هاا در گره  وجود آماده  لنگر باه14  و )8و معاادلات )  یبرشااا  یداخل
ها و  تغییر شاکل  معادلاتهر یک از    یساینوسااده  به منظورهساتند.  
کر  ذلازم به  نوشاات.  یساایماتر  هایگروهبصااورت   توانیمنیرویی را 
 .باشدیمها  شماره گره   K=I,J  ریزهای  سیماتر   در است که

 
( ) ( ) ( )^ ^ ^K K K

ii iiu A c a= −  
 (15  

( ) ( ) ( )^ ^ ^K K K

i i iir B c b= −  
(16  

( )^
( ) ( ) ( )[ ]

K
TK K K

i i i iu u w =  
(17  

^ ^

( )^
( ) ( ) ( )[ ]
i i

K

K K K T
i i

x y

r R R M=  
(18  

باشااد که   می ^ی دیگر در معادلات ماتریساای فوق علامت )نکته

همچنین  .بودن معاادلات هرالماان اسااات  1نشاااانگر محلی
( )^ K

iu    و
( )^ K

ir  نیرویی  هاا و واکنهمعاادلات تغییرشاااکال  بیاترت  باه هاای 
هاا هماان مجهولات موجود در معاادلاه  ic  .کننادیم اراتاه را  یگااههیاتک

ها  اند و تعداد آنوجود آمدهانتگرالگیری بهتغییرشااکل اساات که از 
ثابت انتگرالی اساات ولی تعداد مجهولات کلی برای   6برای هر المان 

ثاابات کاه هماان   6یعنی هرگره    ،ثاابات انتگرالی اسااات  12هاا  الماان

 
1 Local 

ها اسااات.تغییرشاااکل و واکنه
( )^ K

iA    ضااارایبicهای  ها یا ثابت

انتگرالی در معادلات تغییرشااکل هسااتند و
( )^ K

iB   ضاارایبic   ها یا
ها به ها هساااتند که مقدار آنهای انتگرالی در معادلات واکنهثابت

 شود.صورت زیر تعریف می

( )^
0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0

I

iA

 
 

=
 
 − 

 

(19  
 

( ) 3 2^

2

1 0 0 0 0

0 0 1
6 2

0 0 1 0
2

i

J

i i
i i

i
i

l

l l
A l

l
l

 
 
 
 =
 
 
 − − −
  

 

(20   
 

( )^
( ) 0 0 0 0 0

0 0 ( ) 0 0 0

0 0 0 ( ) 0 0

iI

i i

i

EA

B EI

EI

− 
 

=
 
  

 

(21  
 

( )^
( ) 0 0 0 0 0

0 0 ( ) 0 0 0

0 0 ( ) ( ) 0 0

iJ

i i

i i i

EA

B EI

EI l EI

 
 

= −
 
 − − 

 

(22  
 

 

در حالت کلی
( )^ K

iA  ها و عدد هسااتند و  تابعی از طول المان
( )^ K

iB 

تابعی از ساختی محوری، ساختی خمشای، طول و عدد اسات.
( )^ K

ia  و
( )^ K

ib .بستگی به بارهای خارجی وارد بر المان دارد 
(23  
 ^ ^ ^ ^ ^ ^

( )^
(2) (4) (3)

( )/ 0 ( )/ 0 ( )/ 0

1 1 1
[ ]
( ) ( ) ( )i i i i i i

I

T
i

x x x x x x
i i i

a p q q
EA EI EI= = =

= −  

(24   
 ^ ^ ^ ^ ^ ^

( )^
(2) (4) (3)

( )/ ( )/ ( )/

1 1 1
[ ]
( ) ( ) ( )i i i i i i i i i

J

T
i

x x l x x l x x l
i i i

a p q q
EA EI EI= = =

= −  

(25   
 ^ ^ ^ ^ ^ ^

( )^
(1) (1) (2)

( )/ 0 ( )/ 0 ( )/ 0

[ ]
i i i i i i

I

T
i

x x x x x x

b p q q
= = =

= − − −  
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(26    
 ^ ^ ^ ^ ^ ^

( )^
(1) (1) (2)

( )/ ( ) / ( ) /

[ ]
i i i i i i i i i

J

T
i

x x l x x l x x l

b p q q
= = =

=  

 

جالب است که در 
( )^ K

ia ها هم دخیل هستند ولی در سختی
( )^ K

ib 
  اثری از ساااختی دیاده   ،گااهی اساااتهاای تکیاهکاه مربوط باه واکنه

ای مشاخ  مقایساه شاوند رابطهشاود. اگر این دو ضارب با هم  نمی
 12کناد. در واقع  جاایی را باه هم مرتبط میشاااود کاه نیرو و جااباهمی

مجهول در هر گره کاه    3  باهمجهول در هر گره بود را    6مجهولی کاه  
کند.یا به عبارتی دیگر روشاای که از  ها هسااتند تبدیل میicهمان  

شاااود باا ترکیاب یااد می  2جااییجااباه-آن باه عنوان روش ترکیاب نیرو
و  و  wو  u)  یی مجهولات معاادلاتروینمعاادلات تغییرشاااکال و  

^

x

R  و^

y

R  وM  مجهول    6  را باهic  حاال برای   کناد.تبادیال می

گااه هاایی کاه تکیاهتوان شااارایط مرزی را برای گرهساااادگی کاار می
 ,گذاردروی آن اثر نمی 4دارند به دلیل اینکه ماتریس دوران  3بساااته

ی دیگری کاه باایاد در نظرگرفات این اسااات کاه اگر اعماال کرد. نکتاه
های کلی بساط داده شاود باید ماتریس دوران را برای حالت این کار

آماده باایاد  هاا بادسااات آورد و این مااتریس بادساااتدر هر یاک از گره
، گاه گیردار باشدکیهت I گرهدر  شود فر شرایط مرزی را ارضا کند. 

 به صورت زیر نوشت:می توان روابط تغییر شکل را در این صورت 
(27  ( ) ( ) ( )^ ^ ^

11 110
I I I

u A c a= → =  
(28  ( ) ( ) ( )^ ^ ^

33 330
I I I

u A c a= → =  
 

  بیاان شاااد خود 16  و )15هاای )چهاار گروه معاادلات کاه در رابطاه
شاود  همانطور که اساتنباط می مجهول اسات. 12معادله و   12شاامل  

 12در یاک الماان تعاداد مجهولات تغییرمکاان و نیرویی برای دو گره  
عادد اسااات اماا باا توجاه باه معاادلاه دیفرانسااایال حااکم بر کال الماان 

هاای معاادلاه  مجهول کاه هماان ثاابات  6مجهول را باه    12توان این  می
به معادله دیفرانسااایل حاکم   اگر دیفرانسااایل اسااات تبدیل نمود.

 ، تغییر شاااکال باا  2  و )1)  روابط  در  نموناه  یبرا  ،برتیرتوجاه شاااود
تغییرشاااکال و نیرو   نیب  ۀرابطاای به نیرو ارتبااط یافتاه اسااات.  رابطاه
ساینماتیکی و   ،ی سااختاریشاود که ساه رابطهحاصال میی  هنگام

 استاتیکی با هم ترکیب شوند.  
1 مجهولات مسائله به بردار 2{ , ,...., }j j j T

nc c c تبدیل شاده اسات که
مجهولات مسئله هستند. برای   j=1,2,…,6تعداد المان و   nدر آن  

 
2 Mixed Force-Displacement Method 

3 Fixed 

های آزاد حل این سااایساااتم باید شااارایط ساااازگاری و تعادل گره
شاود. برای نوشاتن معادلات تعادل و ساازگاری، ابتدا نیاز اسات نوشاته
های اساااتاتیکی و ساااینماتیکی به یک محور کلی  کمیتی که همه

یا دوران به منظور عبور از مختصات محلی   Gارجاع گردد. ماتریس  
 شود.به صورت زیر تعریف می

(29  
 

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

i i

i i iG

 

 

 
 

= −
 
  

 

 

i  زاویاه بین محور محلی و کلی(𝑥𝐺 5   اساااات. محور محلی در
باشاد. شارط ساازگاری  راساتای المان و محور کلی در راساتای افق می

هایی  از نظر فیزیکی در گرههای ییر مقید باید نوشااته شااود. در گره
 هاشکلرییتغ،  ندارند  خارجی  دیق  و هستند صلمتدو المان به هم   که
  ها گره  آن در  تعادل  معادلات  نوشااتن  با نیهمچن. هسااتند برابر  باهم
  باهم   گره  آن  بر وارده یروین  با زین  اعضااا یداخل  یهاواکنه مجموع

𝑢1. باه عنوان مثاال  هساااتناد  برابر
(𝐽)

= 𝑢2
(𝐼)   بادان معنااسااات کاه

  برابر اسات.   2المان  یابتدا  شاکلرییبا تغ 1المان  یانتها شاکلرییتغ
 است.شده نوشته  2شکل برای گره های ییر مقید روابط زیر 

(30  ( ) ( )^ ^
( ) ( )

1 21 2 1 2

J I

J Iu u G u G u= → =  
(31    ( ) ( ) ( ) ( )^ ^ ^ ^

1 2 1 21 1 2 2 1 2

J I J I

G A c G A c G a G a− = −  
(32  ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 21 2

J I J I

A c A c a a− = −  
(33  ( ) ( )^ ^

( ) ( )
1 21 2 1 2

J I

J I B Br r f G r G r f+ = → + =  
(34  ( ) ( ) ( ) ( )^ ^ ^ ^

1 2 1 21 1 2 2 1 2

J I J I

BG B c G B c G b G b f+ = + +  
(35  ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 21 2

J I J I

BB c B c b b f+ = + +  
(36  ( ) ( )^ ^

( ) ( )
2 32 3 2 3

J J

J Ju u G u G u= → =  
(37  ( ) ( ) ( ) ( )^ ^ ^ ^

2 3 2 32 2 3 3 2 3

J J J J

G A c G A c G a G a− = −  
(38  ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 2 32 3

J J J J

A c A c a a− = −  
(39  ( ) ( )^ ^

( ) ( )
2 32 3 2 3

J J

J J C Cr r f G r G r f+ = → + =  
(40  ( ) ( ) ( ) ( )^ ^ ^ ^

2 3 2 32 2 3 3 2 3

J J J J

CG B c G B c G b G b f+ = + +  

4 Rotation Matrix 

5 Global 
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(41  ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 2 32 3

J J J J

CB c B c b b f+ = + +  
تشااکیل شااده از fلازم به ذکر اساات که در معادلات بالا ماتریس

نیروهاای خاارجی وارد بر هر گره از ساااازه و ناام هر گره در باالای آن 
   ، 32)   ،28)  ،27حال شاکل ماتریسای معادلات ).  شاودنوشاته می

شاود، که با حل آن   را به صاورت زیر نوشاته می41)  و  38)   ،35)
 آید.مجهولات مسئله بدست می

(42  Dc d=   
 

 

(43  

( )

1

( )

3

( ) ( )

1 2

( ) ( )

1 2

( ) ( )

2 3

( ) ( )

2 3

0 0

0 0

0

0

0

0

I

I

J I

J I

J J

J J

A

A

A A
D

B B

A A

B B

 
 
 
 −

=  
 
 −
 
  

 

 

 

(44  

( )

1

( )

3

( ) ( )

1 2

( ) ( )

1 2

( ) ( )

2 3

( ) ( )

2 3

I

I

J I

J I B

J J

J J C

a

a

a a
d

b b f

a a

b b f

 
 
 
 −

=  
+ + 

 −
 

+ +  

 

(45  
1

2

3

c

c c

c

 
 

=
 
  

 

به ذکر است که     26-19)  روابط  به  وابسته  خود   42ه )معادللازم 

ا  .است آن   هیکه هر درا  باشد یم  c  سیمعادلات ماتر   نیمجهولات 

از    لیتشک از  .  است  3cو    1c    ،2c  یهاسیماترشده  یک  هر 

ای است که در نهایت برای  مولفه   6یک بردار ستونی    icهای  ماتریس

  ی برای یک قاب ساده مجهول  18  یک بردار ستونی  cمثال ماتریس  

 است. سه المانی

 

ــای    -3 داد ا   ا تعـ ای بـ اب هـ ل برای قـ الگوریتم حـ
 دلخواه 

 
  د یآی  بدسات م42)  معادله  تیدر نها یشانهادیروش پ   نیتوساعه ا  با
از  توانیمعادله م نیحل ا یبرا کهاساات    یساایمعادله ماتر  کیکه 

معادله  .کرد  اسااتفاده یاضاایر  معادلات حل  مخصااوب یهاافزارنرم
هاای چناد دهااناه دو بعادی باه کاه معاادلاه نهاایی برای حال قااب   را،42)

 nتوان برای هر قابی با تعداد  جایی اسات، میجابه-روش ترکیب نیرو
خود متشاااکال از Dعضاااو توساااعاه داد. باه طور کلی مااتریس  

هاای  هاای دیگری از جملاه مااتریسمااتریس
( )^ K

iA  ،
( )^ K

iB  س یمااتر  و  
)تعداد المان    nبرابر با  Dاساات. تعداد سااتون های ماتریس   صاافر

اسااات. از آنجاایی کاه   2nاسااات و تعاداد ساااطر هاای آن برابر باا  

های  ماتریس
( )^ K

iA   و
( )^ K

iB  6×3    هساتند درنهایت ماتریسD   به
های  شااود. ترتیب قرارگیری ماتریستبدیل می  6n×6nیک ماتریس  

( )^ K

iA   و
( )^ K

iB ها از  اینگونه اساات که ابتدا با شااماره گذاری المان
گاه  ها تکیههایی که در آنگره های اول،سمت چب به راست در سطر
سپس با نوشتن معادلات تعادل در    ،شودوجود دارد)مقید  نوشته می

های دیگر با رعایت کردن حرکت از ساامت چب به راساات دیگر  گره
  و   38)  ، 35)   ،32شاود. معادلات )های ماتریس هم نوشاته میساطر
 از نوشتن معادلات تعادل برای   41)

آمدند که به ترتیب در بدسات Cو   Bی ییر مقید  هادر گره 2شاکل 
که از مجهولات مسائله تشاکیل cگرفتند. ماتریس  قرارDماتریس  
که تعداد  dآید. ماتریس  می    بدسات42اسات با حل معادله )شاده

اساات، از ماتریس    1و تعداد سااتون آن همیشااه   2nسااطر های آن 

های  
( )^ K

ia   و
( )^ K

ib های  اسات که اینها خود ماتریستشاکیل شاده
  n6×1تبادیال باه یاک مااتریس  dهساااتناد در نتیجاه مااتریس    3×1
 شود.می

اساات یعنی ابتدا از ساامت Dترتیب نوشااتن آن هم مانند ماتریس  
شاود. در های ییرمقید نوشاته میهای مقید و بعد از آن گرهچب گره

با  dاز ضارب ماتریس  ،   بردار مجهولات42نهایت برای حل معادله )
 شود.حاصل میDمعکوس ماتریس

 

 مثال های  ددی و بررسی نتایج  -4
 

 سااه   ،روش پیشاانهادی  اییکار دادن نشااان منظور بهدر این بخه  
  گردد یم لیتحل  هااعضااا و دهانه  یجیتدر هیبا افزا  یاقاب صاافحه

افزار  نرم طیمح در  تحت کدی  یشاانهادیپ  روش اساات  ذکر به لازم
Mathematica ver 12.0.0    در اجزا محادود  روش   بساااترو 

باه منظور    .ناداهداده شااادتوساااعاه   OpenSees  [41  ,42]افزار نرم
از   اعضاا  ساه قاب انتخاب شادههر در روش اجزا محدود   شابکه بندی

 کیمتر   0.5هر    یبه ازا  در شااابکاه بنادی  و  beam elementنوع 
 المان در نظر گرفته شد.
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 مثال اول  - ١ - 4
 
 2شکل   را مطابق یعضو سه  قاب
 :با مشخصات زیر در نظر بگیرید  2شکل 

33.0 10

15000

N
P

m

F N

= 

=

 2

3 4

10

2

5

0.12

1.6 10

2.0 10

l m

A m

I m

N
E

m

−

=

=

= 

= 

 

 
 باشد شماره المان می iمعادلات حاکم بر هر المان: )  -1 -1  -4

 
4 3 2

,3 ,4 ,5 ,6

Sin( )

24 6 2i

i i i i i

x i i i i i

P x x x
W c c c x c

EI


=  +  +  +  +  

2

,3 ,4

,3

Sin( ) ( )
2

Sin( )

i

i

i

x i i i i i

x i i i i

x
M P c x c EI

T P x c EI
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باا حال   برش اسااات.  Tلنگر و    M  خیز،  Wکاه در معاادلات باالا  

  آید که در بدساات می  cمقدار ماتریس   2شااکل     برای42معادله )

مثاال   یبرا  c  سیمااترآماده  دساااتباه  ریمقااد)  1پیوسااات  
 است.به آن اشاره شده  اول

در معادلات حاکم بر هر    cبا قرار دادن مقادیر ماتریس   -2  -1  -4

بدست المان در زیربخه قبل معادلات خیز، لنگر و برش هر المان  

شود )طول المان  تعیین می  lتا    0آید. مقادیر این معادلات در بازه  می

و خیز   2جدول  ، برش در  1جدول  و با مقادیر محاسبه شده لنگر در  

 در  که  طورهمان.  استاز روش اجزا محدود مقایسه شده  3جدول  در  

  محدود   یاجزا  یعدد  روش  به  لیتحل  در  قاب  از  عضو  هر  شد  اشاره  بالا 

عنوان  ) جابجایی  به  روش  به  مرسومیک  تقس  10    ی بندمیالمان 

گره و هر گره    دو  یدارا  6ستون -ی تیراز المانها  کیکه هر    شودیم

 یراستا  در  ییجابجا)یآزاد  درجه  سه  ا ی  یاصلمجهول    سه  یدارا  زین

قاب    کی  یبرا  نیرای. بناشودیم  شامل  دوران  و  آن  بر  عمود  و  المان

ها،  شده است. با توجه به تعداد گره  جاد یگره ا  31المان و    30  ، ساده

 اعمال  با  یآزاد  درجات  نیا.  باشد می  تا  93کل    یتعداد درجات آزاد

 ی برا  .  ابندییم  کاهه  عدد  81  به  یسازگار  و  یگاهه یتک  طیشرا

عدد  لیتحل روش  تشک  ازین  ی به  ابعاد    س یماتر  لیبه  با  مجهولات 

 مجهولات  یبه روش عدد  لیاست. سپس بعد از تحل  81×1  سیماتر

 ن ییتع  ی فر  شده هااز گره  کی  هر  در  فقط  )جابجایی ها و دوران 

 هیثانو  لیاز توابع شکل به کارگرفته و تحل  گرینقاط د   یو برا  شوندیم

ت  است.  ریپذامکان برای  تکیهعهمچنین  نیروهای  به یین  نیز  گاهی 

 ن یدر ا  یشنهادیپ   روش  کمک  به  کهیدرحال  است.نیاز  تحلیل ثانویه  

 ها پاسخ  لیتحلکه پس از    باشند یتا م   18پژوهه، تعداد مجهولات  

اگر   است  ذکر  به  لازمقابل حصول است.     یقدق  صورتب  نقطه  هر  در

عدد با   دقت   هی افزااجزا محدود    ی در روش  باشد،  تعداد   دیمدنظر 

 لیتشکبه    منجر  خودکه    شود  داده  هیافزا  زین  ها بندی المانشبکه 

  ی محاسبات   تلاش  زمان  لذاو    شودیم  یبزرگتر  مجهولات  س یماتر

  و  برش لنگر، ریمقاد به مربوط یهانمودار .بردیرا بالا م لیتحلجهت 

. با مقایسه است  شده  اراته  3شکل    در  تعیین شده از روش ترکیبی  زیخ

روش    آمده دستبههای  جواب  دو  و جابه-نیرو  پیشنهادیاز  جایی 

   شود که تفاوت ناچیزی باهم دارند.اجزامحدود مشاهده می

 
 محدود  اجزا  روش با   ییجا جابه-روین   بیترک روش  از آمده  بدست لنگر  ۀس یمقا : 1جدول 

 شماره المان لنگر
 جایی جابه -روش ترکیب نیرو  روش اجزا محدود

 گره ابتدا  گره انتها  maxمقدار  گره ابتدا  گره انتها  maxمقدار 
35202 24462 -35202 35202.4 24461.6  35202.4-  1المان  

 2المان  24461.6- 30309.5 30309.5 24462- 30310 30310

 3المان  38059.4- 30309.5 30309.5 38059- 30310 30310

 
6 Beam-column 
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 محدود  اجزا  روش با   ییجا جابه-روین   بیترک روش از آمده بدست   برش ۀس یمقا : 2جدول 

 شماره المان برش
 جایی جابه -روش ترکیب نیرو  روش اجزا محدود

 گره ابتدا  گره انتها  گره ابتدا  گره انتها 
 1المان  11932.8 11932.8 11933 11933

 2المان  5650.93- 16257.5- 5651- 16258-

 3المان  13673.8 13673.8 13674 13674
 

 محدود  اجزا  روش با   ییجا جابه-روین   بیترک روش از آمده بدست   زیخ ۀس یمقا : 3جدول 

 شماره المان خیز 
 جایی جابه -روش ترکیب نیرو  روش اجزا محدود

 گره ابتدا  گره انتها  maxمقدار  گره ابتدا  گره انتها  maxمقدار 
 1المان  0 0.0059822 0.0059822 0 0.005982 0.005982
0.00018 -0.000034 0.000012 0.00018 -3.38699e-05 1.17728e-05  2المان 
 3المان  0 0.00596476 0.003490082 0 0.005965 0.00349

 
 المان  3 یدارا ساده  قاب  زیخ  نمودار)ج :  المان   3 یدارا  ساده  قاب برش   نمودار)ب :   المان 3 یدارا ساده قاب  لنگر  نمودار: )الف : 3شکل 

 مثال دوم - 2 - 4
با مشااخصااات زیر در نظر  4شااکل  را مطابق   عضااوقابی دارای پنج  

 بگیرید.
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 معادلات حاکم بر هر المان:  -1 -2  -4
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آید  بدساات می  cمقدار ماتریس   4شااکل   برای  42حل معادله )با  

مثال   یبرا c  سیآمده ماتردساتبه  ریمقاد)  2پیوسات  که در
  دوم

 است.شده به آن اشاره

 

 المان تحت بار گسترده و متمرکز جانبی  5: قاب ساده دو دهنه دارای 4شکل 
 
 

c  در معادلات حاکم بر هر   4-  2-  2- با قرار دادن مقادیر ماتریس  

المان در زیربخه قبل معادلات خیز، لنگر و برش هر المان بدست 

تا  0آید. مقادیر این معادلات در بازه می l شود و با مقادیر  تعیین می 

 محاسبه شده لنگر در  

)با از روش اجزا محدود  6جدول  و خیز در    5جدول  ، برش در  4جدول  

های مربوط به نمودار  است.مقایسه شده  متری   0.5های  فر  مه

نشان     5شکل  حاصله از روش ترکیبی در    مقادیر لنگر، برش و خیز

آمده از دو روش ترکیب ی بدستهاجواب ۀ  سیمقا با    شده است.  داده

   .است مشهود هاپاسخ تطابقجایی و اجزامحدود جابه-نیرو

 

 جایی با روش اجزا محدود جابه-لنگر بدست آمده از روش ترکیب نیروۀ س مقای: 4جدول 

 شماره المان لنگر
 جایی جابه -روش ترکیب نیرو  روش اجزا محدود

 گره ابتدا  گره انتها  maxمقدار  گره ابتدا  گره انتها  maxمقدار 
 1المان  11799.43975- 6234.797852 6234.797852 11799 6235 6235
 2المان  6234.797852- 14742.13146 14742.13146 6235- 14742 14742
 3المان  15609.8157- 14037.8402 14037.8402 15610 14038 14038
 4المان  704.2912628 12513.94658 12513.94658 704 12514 12514
 5المان  14804.15992- 12513.94658 12513.94658 14804 12514- 12514

 
 جایی با روش اجزا محدود جابه-بدست آمده از روش ترکیب نیرو  برش ۀس یمقا : 5جدول 

 شماره المان برش
 جایی جابه -روش ترکیب نیرو  روش اجزا محدود

 گره ابتدا  گره انتها  گره ابتدا  گره انتها 
 1المان  3606.84752 3606.84752 3607 3607
 2المان  3304.614138 11695.38586- 3305 11695-
 3المان  5929.53118 5929.53118 5930 5930
 4المان  5138.068937 9861.931063- 5138 9862-
 5المان  5463.6213 5463.6213 5464 5464

F 

q 

l l 

l 
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 اجزا محدود جایی با روش  جابه-ۀ خیز بدست آمده از روش ترکیب نیروس یقا : م6جدول 

 شماره المان خیز 
 جایی جابه -روش ترکیب نیرو  روش اجزا محدود

 گره ابتدا  گره انتها  maxمقدار  گره ابتدا  گره انتها  maxمقدار 
 1المان  0 0.002260948 0.002260948 0 0.002261 0.002261
-0.000007 -0.000035 -0.000007 -6. × 10-688461  -3. × 10-550697  -6. × 10-688461  2المان  
 3المان  0 0.002237212 0.002237212 0 0.002237 0.002237
0.000026 -0.000021 -0.000035 1. × 10-503048  -2. × 10-505457  -3. × 10-550697  4المان  
 5المان  0 0.00222583 0.00222583 0 0.002226 0.002226

 
 المان  5 یدارا ساده  قاب  زیخ  نمودار)ج :  المان   5 یدارا  ساده  قاب برش   نمودار)ب :   المان 5 یدارا ساده قاب  لنگر  نمودار: )الف : 5شکل 

 
 5بنادی در تحلیال اجزای محادود  لازم باه ذکر اسااات اگر انادازه مه

 به  مثال دوم  از  دودهانه  قابشاود،   لحاظ  ی طول عضاو )به اندازه متر
هاا، تعاداد . باا توجاه باه تعاداد گرهشاااودتفکیاک میگره    6الماان و    5

  یآزاد  درجات  نیا. خواهد شاد ی آزادیدرجه 18کل    یدرجات آزاد
 بنابراین  .دنرسایم  عدد 9 به  یساازگار و  یگاههیتک  طیشارا  اعمال  با
مجهولات   سیماتر لیبه تشاک  ازین  عددی روشبا کمک  لیتحل یبرا

ها و  )جابجایی مجهولات ،لیاز تحل  بعداساات. سااپس   9×1با ابعاد  
 یو برا  شوندیم  نییتع ی فر  شدههااز گره کی  هر در  فقط  دوران 

شاده  از توابع شاکل به کارگرفته باید    گرینقاط د  یهاتعیین جابجایی
با    پژوهه نیدر ا یشاانهادیپ  روش کمک به کهیدرحال .بهره جساات

که   باشااندیتا م  30، تعداد مجهولات   عضااو  5ها )همان تعداد المان
قابل حصول    یقدق  صورتب از قاب  نقطه  هر در  هاپاسخ  ،لیتحلپس از  
پیشانهادی با شاروط بنابراین حجم و تلاش محاسابات در روش  اسات. 

اما دقت   خواهد شااد  اجزا محدود بیشااترنساابت به روش  ذکر شااده
 روش پیشنهادی همچنان بیشتر است.

 

 
 
 سوممثال   - 3 - 4

با مشااخصااات زیر در نظر  6شااکل  را مطابق    عضااوقابی دارای ده  
 بگیرید.

33.0 10

15000

N
q

m

F N

= 

=

 2

3 4

10

2

5

0.12

1.6 10

2.0 10

l m

A m

I m

N
E

m

−

=

=

= 

= 

 

 معادلات حاکم بر هر المان:  -1 -3  -4
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آید  بدساات می  cمقدار ماتریس    6شااکل    برای  42با حل معادله )

مثال   یبرا c  سیآمده ماتردساتبه  ریمقاد) 3 پیوسات که در
  سوم

 است.به آن اشاره شده

 
المان تحت بار گسترده و    10: قاب ساده دو دهنه و دو طبقه دارای 6شکل 

 متمرکز جانبی 
c  در معاادلات حاکم بر هر  4-  3-  2- با قرار دادن مقاادیر ماتریس  
المان در زیربخه قبل معادلات خیز، لنگر و برش هر المان بدساات  

تاا    0آیاد. مقاادیر این معاادلات در باازه  می l )طول الماان  تعیین   
 میشود و با مقادیر محاسبه شده لنگر در 

از روش اجزا محادود   9جادول  و خیز در  8جادول  ، برش در 7جادول  
های نمودار 7شااکل  در   .که تطابق خوبی دارند  اسااتمقایسااه شااده

  اراته حاصااله از روش پیشاانهادی خیزمربوط به مقادیر لنگر، برش و 
قاب،    قیدقتوان به حل یم یشاانهادیروش پ  تیمز زا  شااده اساات.

به   ازیساهولت اساتفاده و در دساترس بودن پاساخ در هر نقطه بدون ن
 .نمود اشاره و درنظرگرفتن اثرات محوری اعضای قاب  انتخاب گره

 

 گیرینتیجه ـ 5
 
 هایقاب تحلیل منظوربه ییجاجابه- روین یبیترک روشِتلاش  نیا در

همزمان   گرفتندر نظر    با است. این روش  اراته شدهدو بعدی  ای  صفحه 
 ی اصفحه  یهاقاب  بر  حاکم  معادلات  دستگاه  یتعادل و سازگار  طیشرا
 ی محورتک  اعضاحاکم بر    لیفرانسی معادلات د   ابتدا.  دهد یم  لیتشک  را
به عنوان    یانتگرالثوابت    ی،ریگو با انتگرال  دیتول  یمحل  مختصات  در
روش   تمِیالگور.  شودیم  گرفته  نظر  درمسئله    مجهول  یرهایمتغ
و    است  یاانهیراکد    قالبدر    یسازادهیپ   قابل   ی سادگ  به  یشنهادیپ 
جایم عنوان  به  تحل  یهاروش   یبرا  ینیگزیتواند  ها  قاب  لیمرسوم 
پاسخِ   افتنیتوان به  یم   یبیروش ترک  ی هاتیمز. از  شود  یریگبهره
 و   ساده  تمیالگور  ،یبندشبکه به    ازیدر هر نقطه از سازه بدون ن  قیدق
 پس   به  ازین  عدم  و  نینامع  یهاقاب  یبرا   حل  یسادگ  م،یتعم  قابل

ساز  به.  نمود  اشاره  پردازش روشن  قاب   اییکار  یمنظور  سه  روش 
 یی آزما  یشد. راست  لیها تحلاعضا و دهانه  ی جیتدر  ه یبا افزا  یاصفحه 
 ج ی. نتارفت یپذاجزا محدود صورت    روشپاسخ ها با    ۀسیمقاروش با  

 مکانِ   رییتغ  و  خمه  برش،  ینمودارهادهد.  یها را نشان م تطابق پاسخ
 .است ده ی گرد رسم یانتخاب  یها قاب

 

 محدود  اجزا  روش با   ییجا جابه-روین   بیترک روش  از آمده  بدست لنگر  ۀس یمقا : 7جدول 

 شماره المان لنگر
 جایی جابه -روش ترکیب نیرو  روش اجزا محدود

 گره ابتدا  گره انتها  maxمقدار  گره ابتدا  گره انتها  maxمقدار 
 1المان  28302.58507- 18761.52331 18761.52331 28303- 18762 18762
 2المان  24611.99163- 20973.79376 20973.79376 24612- 20974 20974
 3المان  31804.21711- 25901.35322 25901.35322 31804- 25901 25901
 4المان  21754.26828- 25866.21513 25866.21513 21754- 25866 25866
 5المان  27622.56602- 17607.75527 17607.75527 27623- 17608 17608
 6المان  5850.468319- 8890.46355 8890.46355 5850- 8890 8890
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 7المان  8890.46355- 17634.35559 17634.35559 8890- 17634 17634
 8المان  16826.70883- 19984.61415 19984.61415 16827- 19985 19985
 9المان  2350.258556- 15189.28529 15189.28529 2350- 15189 15189
 10المان  8258.459858- 15189.28529 15189.28529 8258- 15189 15189

 محدود  اجزا  روش با   ییجا جابه-روین   بیترک روش از آمده بدست   برش ۀس یمقا : 8جدول 

 شماره المان برش
 جایی جابه -روش ترکیب نیرو  روش اجزا محدود

 گره ابتدا  گره انتها  گره ابتدا  گره انتها 
 1المان  9412.821677 9412.821677 9413 9413
 2المان  9117.157079- 9117.157079- 9117- 9117-
 3المان  11541.11406 11541.11406 11541 11541
 4المان  9524.096684- 9524.096684- 9524- 9524-
 5المان  9046.064258 9046.064258 9046 9046
 6المان  2948.186374 2948.186374 2948 2948
 7المان  2195.036171 12804.96383- 2195 12805-
 8المان  7362.264596 7362.264596 7362 7362
 9المان  3992.091231 11007.90877- 3992 11008-
 10المان  4689.54903 4689.54903 4690 4690

 
 محدود  اجزا  روش با   ییجا جابه-روین   بیترک روش از آمده بدست   زیخ ۀس یمقا : 9جدول 

 شماره المان خیز 
 جایی جابه -روش ترکیب نیرو  روش اجزا محدود

 گره ابتدا  گره انتها  maxمقدار  ابتدا گره  گره انتها  maxمقدار 
 1المان  0 0.004927558 0.004927558 0 0.004928 0.004928
0.000147 -0.000034 0.000014 0.000146785 -3. × 10-541461  1. × 10-544211  2المان  
 3المان  0 0.004909776 0.004909776 0 0.00491 0.00491
0.000385 -0.000043 -0.000034 0.000385077 -4. × 10-52775  -3. × 10-541461  4المان  
 5المان  0 0.0049007 0.0049007 0 0.004901 0.004901
 6المان  0.004927558 0.009020482 0.009020482 0.004928 0.00902 0.00902
0.00001 -0.000069 0.00001 9. × 10-684809  -6. × 10-591399  9. × 10-684809  7المان  
 8المان  0.004909776 0.008995375 0.008995375 0.00491 0.008995 0.008995
0.000004 -0.000066 -0.000069 4. × 10-600  -6. × 10-557082  -6. × 10-591399  9المان  
 10المان  0.0049007 0.008985605 0.008985605 0.004901 0.008986 0.008986
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ــت   مثال   یبرا c  سیماترآمده  دساااتبه  ریمقاد) ١پیوس
  اول

1 5

1 0.2354552680462094 10c −=   
2

1 0c =  
3 5

1 37.290031773506646 10c −= −   
4 5

1 110.00762360632475 10c −=   
5

1 0c =  
6

1 0c =  
1 5

2 0.1277995763532447 10c −= −   
2 5

2 598.219633131004 10c −=   

3 5

2 17.659145103465697 10c −=   
4 5

2 76.44253526120848 10c −= −   
5 5

2 83.91272086279045 10c −=   
6 5

2 1.1772763402310474 10c −= −   
1 5

3 0.6773970062878016 10c −= −   
2

3 0c =  
3 5

3 42.730598594612775 10c −= −   
4 5

3 118.93572679664533 10c −=   
5

3 0c =  
6

3 0c =  

  مثال دوم یبرا c سیآمده ماتردستبه ریمقاد) 2پیوست 
 

2

1 0c =  1 6

1 1.376922557393458 10c −= −   
4 6

1 368.73249218731557 10c −=   3 6

1 112.71398501108096 10c −= −   
6

1 0c =  5

1 0c =  
2 6

2 2260.948131277258 10c −=   1 6

2 4.747146866518923 10c −=   
4 6

2 194.83743286808874 10c −= −   3 6

2 103.26919180450917 10c −= −   
6 6

2 6.884612786967266 10c −=   5 6

2 434.73764829806544 10c −=   
2

3 0c =  1 6

3 7.013939499782052 10c −= −   
4 6

3 487.8067407062156 10c −=   3 6

3 185.29784937038561 10c −= −   
6

3 0c =  5

3 0c =  
2 6

4 2237.212396944662 10c −=   1 6

4 2.276508874913778 10c −= −   
4 6

4 22.009101963653204 10c −=   3 6

4 160.564654288163 10c −= −   
6 6

4 35.06969749891038 10c −=   5 6

4 122.81058640125665 10c −=   
2

5 0c =  1 6

5 4.109137942824491 10c −= −   
4 6

5 462.6299975698297 10c −=   3 6

5 170.73816561853335 10c −= −   
6

5 0c =  5

5 0c =  
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  مثال سوم یبرا c سیآمده ماتردستبه ریمقاد) 3پیوست 
 

2

1 0c =  
1 5

1 0.2884217044890889 10c −=   
4 5

1 88.4455783553693 10c −= 
 

3 5

1 29.41506774151249 10c −= − 
 

6

1 0c =
 

5

1 0c =
 

2 5

2 492.7558181606057 10c −= 
 

1 5

2 0.3556401956926527 10c −= − 
 

4 5

2 76.91247385029613 10c −= − 
 

3 5

2 28.49111587189769 10c −= 
 

6 5

2 1.4421085224454455 10c −= − 
 

5 5

2 74.53954500794028 10c −= 
 

2

3 0c =
 

1 5

3 0.6829214772844596 10c −= − 
 

4 5

3 99.38817846164188 10c −= 
 

3 5

3 36.065981452242313 10c −= − 
 

6

3 0c =
 

5

3 0c =
 

2 5

4 490.9776171821422 10c −= 
 

1 5

4 0.1815214678391231 10c −= − 
 

4 5

4 67.98208838870316 10c −= − 
 

3 5

4 29.762802135959387 10c −= 
 

6 5

4 3.414607386422305 10c −= 
 

5 5

4 46.11612415518059 10c −= 
 

2

5 0c =
 

1 5

5 0.8555002272046297 10c −= − 
 

4 5

5 86.32051879784443 10c −= 
 

3 5

5 28.26895080624522 10c −= − 
 

6

5 0c =
 

5

5 0c =
 

2 5

6 1.4421085224454451 10c −= 
 

1 5

6 0.091459840469547 10c −= − 
 

4 5

6 18.282713498103068 10c −= 
 

3 5

6 9.213082418461455 10c −= − 
 

6 5

6 492.7558181606057 10c −= 
 

5 5

6 74.5395450079402 10c −= 
 

2 5

7 902.0482448753133 10c −= 
 

1 5

7 0.5021589010871805 10c −= − 
 

4 5

7 27.78269859420432 10c −= − 
 

3 5

7 6.859488035215988 10c −= − 
 

6 5

7 0.984809320097716 10c −= − 
 

5 5

7 50.78958226768675 10c −= 
 

2 5

8 3.414607386422298 10c −= − 
 

1 5

8 0.6998772941386157 10c −= − 
 

4 5

8 52.58346509832587 10c −= 
 

3 5

8 23.00707686322756 10c −= − 
 

6 5

8 490.97761718214245 10c −= 
 

5 5

8 46.11612415518052 10c −= 
 

2 5

9 899.5374503698778 10c −= 
 

1 5

9 0.1953978762441461 10c −= − 
 

4 5

9 7.344557988096302 10c −= − 
 

3 5

9 12.475285095612197 10c −= − 
 

6 5

9 6.913993857115411 10c −= 
 

5 5

9 21.444988856465075 10c −= 
 

2 5

10 4.277501136023145 10c −= − 
 

1 5

10 0.4586628653918375 10c −= − 
 

4 5

10 25.80768705771217 10c −= 
 

3 5

10 14.65484071831097 10c −= − 
 

6 5

10 490.070009842947 10c −= 
 

5 5

10 78.2407089111572 10c −= 
 

 


